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Apstrakt.  Vo prviot del davame primeri na bazi vo Banahovi 
prostori. Vtoriot del e posveten na primeni na teorijata na ba- 
zi za prou~uvawe na dualnosta i prostorot na Xems. Vo tretiot 
del gi prou~uvame bezuslovnite bazi i primenuvaj}i gi operato- 
rite na Dogave poka`uvame deka klasi~nite prostori  [ ]0,1C   i 

[ ]1 0,1L  nemaat bezuslovna baza. 
 
 
 



BASES IN BANACH SPACES 

 
Martin Lukarevski 

 
 

 ABSTRACT. In the first chapter we present examples of bases in Banach 
 Spaces. The second chapter is dedicated to applications of the theory of ba- 
 ses in the study of duality and the space of James. In the third chapter we  
 study unconditional bases and applying Daugavet operators we show that 
 the classical spaces [ ]0,1C  and [ ]1 0,1L  are without unconditional basis.       
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Glava I 

 

Bazi~no za bazite 
 
 
 
I.0 Voved 
 
 
 

o ovoj voveden del }e se obideme da dademe kratok pregled na 
rezultatite koi{to }e gi koristime vo magisterskata tema.  
 

 
Definicija I.0.1 Neka H e vektorski prostor (realen ili kompleksen). 
Edno preslikuvawe [ )|| . || : 0,X → ∞  se narekuva norma, ako 

 (a) ,x x x Xλ λ λ= ∀ ∈ ∈F  

 (b) ,x y x y x y X+ ≤ + ∀ ∈  

 (v) 0 0x x= ⇔ =  

Parot ( ), || . ||X  se vika normiran prostor. Ako od kontekstot e jasno ili 

o~igledno na koja norma se misli, toga{ za samiot H se zboruva deka e 
normiran prostor.   
 
 Na eden normiran prostor ( ), || . ||X  na priroden na~in se inducira 

metrika; stavi 
( ), : ,d x y x y x y X= − ∀ ∈  

 So ovaa metrika vo eden normiran prostor se definirani 
topolo{ki poimi kako konvergentna niza, Ko{ieva niza, neprekinatost, 
kompaktnost i.t.n. Vo eden op{t normiran prostor, za razlika od kone~no 
dimenzionalnite normirani prostori, edna Ko{ieva niza ne mora da 
konvergira. Zatoa se dava 
 
Definicija I.0.2 Metri~ki prostor vo koj{to sekoja Ko{ieva niza 
konvergira se narekuva potpoln. Potpoln normiran prostor se vika 
Banahov prostor.   
 
 Bidej}i eden Banahov prostor e vektorski prostor, sekoj linearen 
funkcional definiran na potprostor Y od X  mo`e da bide prodol`en na 
celiot X . Toa e posledica na Aksiomata na izbor. Han i Banah poka`ale 
nezavisno eden od drug deka pome|u site prodol`enija F  na daden 

V 
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funkcional f  na Y ,  sekoga{ postoi takvo koe{to ne ja zgolemuva 
normata. Normata na linearniot funkcional f  se definira so 

( ): sup
x B

f f x
∈

= , kade{to { }: 1B x X x= ∈ ≤  e edini~nata topka na H.   

 
Teorema I.0.3 (Teorema na Han-Banah, 1927 i 1929) Neka H e normiran 
prostor i Y  e potprostor. Toga{ za sekoj neprekinat linearen 
funkcional :f Y → F  postoi neprekinat linearen funkcional 

:F X → F  t.{.   

| ,YF f F f= =  

 
Ovaa isklu~itelno va`na Teorema }e ja upotrebuvame mnogu ~esto. Kako 
nejzina posledica se dobiva deka mno`estvoto *X  od neprekinati 
linearni funkcionali na H, nare~eno dualen prostor na H, gi razdeluva 
to~kite na H. Toa zna~i deka za sekoi ,x y X∈  t.{. x y≠  postoi *f X∈  so 

( ) ( )f x f y≠ . Na toj na~in *X  odreduva topologija na H nare~ena slaba 

topologija. Se ozna~uva so ( )*,X Xσ . Proizvolna slaba okolina na 

0x X∈  e od oblik ( ) ( ){ }0 1 0; , ,..., : 1,...,k iU x f f x X f x x i kε ε= ∈ − < ∀ = . Vo 

prodol`enie }e navedeme nekolku fakti za slabata topologija na 
Banahov prostor. ]e vidime deka taa mora da se pot~ini na strogi zakoni. 
Koga gi koristime pridavkite “slab”, “slaba”, “slabo” sekoga{ mislime 
na slabata topologija. **X  e oznaka za bidualot na H, t.e. prostorot od 
ograni~eni fukcionali na H*. Preslikuvaweto  **:i X X→ , definirano 

so  ( )i x x
∧

=   kade{to  *( ) ( )x f f x f X
∧

= ∀ ∈  e  kanoni~no preslikuvawe od H 

vo negoviot bidual H** koe{to e izometrija, {to zna~i deka ( )i x x=  

za site x X∈ . Ako **:i X X→  e u{te i surjekcija, toga{ za H velime deka 
e refleksiven. So ova preslikuvawe H se identificira so zatvoren 
potprostor na H**. Vo prostorot H* se voveduva slaba *-topologija; toa e 
najslabata topologija na H* vo koja{to site **x X X∈ ⊂  se neprekinati. 
Se ozna~uva so ( )*,X Xσ . Proizvolna slaba *-okolina na *

0f X∈  e od 

oblik ( ) ( ){ }*
0 1 0; , ,..., : 1,...,k iU f x x f X x f f i kε ε= ∈ − < ∀ = , t.e. 

( ) ( ) ( ){ }*
0 1 0; , ,..., : 1,...,k i iU f x x f X f x f x i kε ε= ∈ − < ∀ = . 

Edna va`na Teorema veli deka zatvorenata edini~na kugla na H* e 
kompaktna vo odnos na slaba* -topologijata. Eden drug glaven rezultat 
veli deka zatvorenata edini~na kugla na H le`i gusto vo zatvorenata 
edini~na kugla na H**, gusto vo odnos na slaba *-topologijata. Od dvete 
Teoremi se dobiva eden kriterium za toa koga eden Banahov prostor H e 
refleksiven: toa e slu~aj to~no toga{ koga zatvorenata edini~na kugla 
na H e slabo kompaktna. Da odime so red za da stigneme do ovoj 
fundamentalen rezultat.    
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Teorema I.0.4 (Teorema na Mazur) Norma zatvora~ot i slabiot 
zatvora~ na edno konveksno podmno`estvo vo Banahov prostor se 
sovpa|aat.  
 
Teorema I.0.5 (Teorema na Alaoglu, 1940) Neka H e normiran prostor. 
Toga{ zatvorenata edini~na topka  

{ }* *: : 1B f X f= ∈ ≤  

e kompaktna vo slaba *-topologijata na H*. 
 
Dokaz. Dokazot ja koristi Teoremata na Tihonov od Op{ta topologija i 
nie nego tuka nema da go dademe. 
 
Teorema I.0.6 (Teorema na Goldstajn, 1938) Neka H e Banahov prostor i 
neka 

{ } { }** **: 1 ; : 1B x X x B F X F= ∈ ≤ = ∈ ≤ . 

Toga{ ( )i B  e slabo-*-gusto vo **B . 

 
Dokaz. ([8], str.65) Treba da se poka`e deka za proizvolno **F B∈  i 

proizvolna negova slaba *-okolina U , postoi x B∈  t.{. ( )x i x U
∧

= ∈ . A 

bidej}i okolinite 

( ) ( ) ( ){ }**
1; , ,..., : : , 1,...,k i iU F f f G X F f G f i kε ε= ∈ − < =  

formiraat okolinska baza za slaba *-topologijata na H**, za toa pak e 
dovolno da se poka`e deka za proizvolno 0ε >  i proizvolni *

1,..., kf f X∈  

postoi x B∈  t.{. ( ) ( ) 1,...,i iF f f x i kε− < ∀ = . Poslednoto tvrdewe 

sleduva od faktot {to za funkcijata :h X → , ( ) ( ) ( ) 2

1
:

k

i i
i

h x F f f x
=

= −∑  

va`i ( )inf 0
x B

h x
∈

= . ]e go poka`eme toa. Neka ( ): inf
x B

I h x
∈

= . Jasno e deka 0I ≥ , 

pa ostanuva da se poka`e u{te 0I ≤ , od kade{to }e sleduva tvrdeweto. 
Postoi niza ( )na  vo V t.{. ( )lim nn

I h a= . So dijagonalizacija 

(dijagonalniot trik) mo`e da se dobie podniza na ( )na , no nie povtorno 

pi{uvame ( )na , za koja{to }e postoi ( )lim : , 1,...,i n in
f a i kξ= ∀ = . Toga{ 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1
lim lim

k k k

n i i n i i in n i i i
I h a F f f a F f ξ δ

= = =

= = − = − =∑ ∑ ∑  

pri {to stavame ( ):i i iF fδ ξ= − . Zna~i,  

( )( ) ( )2

1 1 1 1

k k k k

i i i i i i i i
i i i i

I F f F fδ δ δ δ ξ δ ξ
= = = =

= = = − = −∑ ∑ ∑ ∑  

kade{to stavame 
1

:
k

i i
i

f fδ
=

=∑ . Sega ako poka`eme deka 
1

k

i i
i

f δ ξ
=

=∑ , }e imame 

( ) ( ) ( )
1

1 0
k

i i
i

I F f F f f f Fδ ξ
=

= − = − ≤ − ≤∑ , 
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bidej}i 1F ≤ , i dokazot }e bide zavr{en. Da go storime toa. Od edna 

strana, poradi konveksnosta na V, za proizvolni x B∈ , na B∈  i 

proizvolno , 0 1t t≤ ≤ , va`i ( )1 nt a tx B− + ∈ , pa toga{  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

1
: inf 1 1

k

n i i n ix B i
I h x h t a tx F f t f a tf x

∈
=

= ≤ − + = − − − =∑  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 2

1

k

i i n i i n
i

F f f a t f x f a
=

= − − −∑  

 

Sega ako ja iskoristime formulata ( )2 2 22Rez u z zu u− = − + , za 

kompleksni z  i u , imame  
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 2

1

k

i i n i i n
i

I F f f a t f x f a
=

≤ − − − =∑  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
_______________________

2 2

1 1 1
2 Re

k k k

i i n i i n i i n i i n
i i i

F f f a t F f f a f x f a t f x f a
= = =

= − − − − + −∑ ∑ ∑
 

Za n →∞ , se dobiva ( )( ) ( )( )2

1 1
2 Re

k k

i i i i i
i i

I I t f x t f xδ ξ ξ
= =

≤ − − + −∑ ∑ , od kade{to 

za 0t → , sleduva deka ( )( )
1

Re 0
k

i i i
i

f xδ ξ
=

− ≤∑ , t.e. 

( )
1

Re Re
k

i i
i

f x x Bδ ξ
=

≤ ∀ ∈∑ , pa toga{  

1
Re

k

i i
i

f δ ξ
=

≤ ∑  

Od druga strana, poradi ( ) ( )
1

k

n i i n
i

f a f aδ
=

=∑ , sleduva deka 

( )
1

k

i i n
i

f a f nδ
=

≤ ∀ ∈∑ , pa ako se zeme limes n →∞ , se dobiva 

1

k

i i
i

fδ ξ
=

≤∑ . Zaedno so gornoto neravenstvo, ova dava 
1

k

i i
i

f δ ξ
=

=∑  i 

dokazot e gotov.               
   
Zabele{ka: Vtor dokaz mo`e da se dade preku Teoremata na Mazur za 
razdeluvawe na to~ka i zatvoreno, konveksno mno`estvo vo lokalno 

konveksen prostor. Imeno, vo H**, ( )
*w

i B  e konveksno i zatvoreno vo 

slaba *-topologijata, pa primenuvaj}i ja ovaa Teorema se poka`uva deka 
proizvolno **F X∈  koe{to ne le`i vo ova mno`estvo ima norma strogo 

pogolema od 1. Ekvivalentno, V** e podmno`estvo na ( )
*w

i B  i so toa 

dokazot e zavr{en. Za detali da se vidi [15] str. 232.    
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 Kako posledica na Teoremata na Goldstajn se dobiva deka sekoj  
normiran prostor ima svojstvo reminiscentno na refleksivnosta. Imeno 
na sekoj element **F X∈  mo`e da mu se pridru`i element h od H koj{to 

re~isi }e se sovpa|a so **F X∈  “vdol`” kone~no dimenzionalnite 
potprostori na H*. Precizno formulirano 
 
Teorema I.0.7 Neka H e normiran prostor, *U X⊂  e kone~no 
dimenzionalen potprostor i **F X∈  i 0ε >  se proizvolni. Toga{ 

postoi h od H t.{. ( ) ( )f x F f f U= ∀ ∈   i u{te  x F ε< + . 

 
Dokaz. Spored Teoremata na Goldstajn, sekoja slaba* - okolina 

( )1; , ,..., kU F f fε  na **F X∈  sodr`i element x  za nekoe h od H. Zna~i edna 

takva okolina e generirana od kone~no mnogu funkcionali od H* i edno 
0ε > . Smee da se pretpostavi deka generira~kite funkcionali imaat 

norma 1. Ovie raspnuvaat kone~no dimenzionalen potprostor *U X⊂  i 

toa {to x  le`i vo okolina na F  zna~i deka ( ) ( )F f f x M f Uε− ≤ ∀ ∈  i  

za nekoja konstanta M. No ovaa konstanta mo`e da se adaptira i da se 
dobie tvrdeweto na Teoremata. Vo taa smisla h i F  se sovpa|aat “vdol` 
U ”.                         
 
 Od Teorema I.0.7 sega lesno sleduva Teoremata na Heli koja{to 
podocna }e ima klu~na uloga vo dokazot na Teorema I.0.10. 
 
Teorema I.0.8 (Teorema na Heli, 1921)  Neka H e normiran prostor, 

*
1, , nf f X∈…  i neka 1, , nc c…  se skalari. Toga{ se ekvivalentni 

 ( )i  Postoi h od H t.{. ( ) 1,...,i if x c i n= ∀ =  

 ( )ii  Postoi 0M ≥  t.{. 
1 1

n n

i i i i
i i

c M fλ λ
= =

≤∑ ∑  za sekoj izbor na  

       skalari , 1,...,i i nλ = .  
 
Dokaz. ( ) ( )i ii• ⇒  e jasno. Zemi M := x . 

( ) ( )ii i• ⇒ : Definirame linearen funkcional **F X∈  na { }1: , , nU lin f f= …  

so ( ) :i iF f c=  za koj{to va`i F M≤  i  koj{to so Han-Banah go 

prodol`uvame na celiot H*. Od gornata Teorema sleduva deka postoi h od 
H t.{. ( ) ( )f x F f f U= ∀ ∈ . Toga{ jasno ( ) 1,...,i if x c i n= ∀ = . 

Zabele`uvame u{te deka h mo`e da se odbere t.{. x M≤             

 
 
 Sleduva karakterizacija na refleksivnite prostori preku 
edini~nata topka.  
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Teorema I.0.9 H e refleksiven ako i samo ako edini~nata topka V vo H e 
slabo kompaktna. 
 
Dokaz. Vo dokazot odlu~uva~ka uloga ima slednata zabele{ka: 
Identificiraj}i go H so potprostor na H** preku kanoni~noto 
preslikuvawe **:i X X→ , ( )( )( ) ( )i x f f x= , se dobiva deka topolo{kite 

prostori ( )( )*, ,X X Xσ  i ( ) ( )( )** *, ,i X X Xσ  se homeomorfni so 

homeomorfizam ( ):i X i X→ . Slabata topologija na H e relativnata 

toplologija na slaba *-topologijata na **X X⊃ . 
 Neka H e refleksiven. Toga{ ( )i B =V**, a od Teoremata na 

Alaoglu V** e sekoga{ ( )** *,X Xσ -kompaktna, pa od napravenata 

zabele{ka sleduva deka V e ( )*,X Xσ -kompaktna, t.e. e slabo kompaktna. 

 Neka sega V e slabo kompaktna. Povtorno od gornata zabele{ka 

( )i B  e ( )** *,X Xσ -kompaktna vo H**, pa u{te pove}e e zatvorena. No od 

Teoremata na Goldstajn, ( )i B  e ( )** *,X Xσ -gusta vo V**, pa sleduva deka 

( )i B =V** i H e refleksiven.                        
 

 Refleksivnite Banahovi prostori imaat slabo svojstvo na 
Vaer{tras. Odnosno va`i slednata karakterizacija na refleksivni 
prostori preku ograni~eni nizi. 
 
Teorema I.0.10 Eden normiran prostor H e refleksiven ako i samo ako 
sekoja ograni~ena niza vo H ima slabo konvergentna podniza. 
 

 Normiranite prostori vo slabata topologija nikoga{ ne se 
metrizabilni, a bidej}i kompaktnosta i niza-kompaktnosta (sekoja niza 
ima konvergentna podniza) vo op{ti topolo{ki prostori se razli~ni 
stvari, Teorema I.0.10 ne sleduva a priori  od Teorema I.0.9. Toa sepak se 
dobiva od Teoremata na Eberlajn-[muljan, koja{to pretstavuva edna 
dlaboka karakterizacija na slabo kompaktnite mno`estva: 

 
 
Teorema I.0.11 (Teorema na Eberlajn-[muljan) Za edno podmno`estvo A 
vo normiran prostor se ekvivalentni:  

 
 ( )i  A e slabo kompaktno 

( )ii  A e slabo niza-kompaktno  

 
 
Pred da ja doka`eme Teoremata na Eberlajn-[muljan }e dademe 

direkten dokaz na Teorema I.0.10. Vsu{nost va`i slednava pro{irena 
Teorema: 
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Teorema I.0.12  Neka H e normiran prostor. Toga{ slednite iskazi se 
ekvivalentni: 
  ( )i   Prostorot H e refleksiven. 

( )ii  Sekoja ograni~ena niza vo H ima slabo konvergentna podniza. 

( )iii  Ako ( )nC  e opadnuva~ka niza od neprazni zatvoreni 

        ograni~eni konveksni mno`estva vo H, toga{ nn
C ≠ ∅∩ . 

 
Dokaz. Implikaciite ( ) ( ) ( )i ii iii⇒ ⇒  lesno se doka`uvaat. Za da se 

doka`e ( ) ( )ii iii⇒  na primer, se zema niza ( )nx  t.{. n nx C∈  koja{to e 

sekako ograni~ena, pa pod pretpostavka ima slabo konvergentna podniza. 
Ponatamu koristej}i ja verzijata na Teoremata na Han-Banah za 
razdeluvawe so funkcional na to~ka i zatvoreno konveksno mno`estvo, 
se poka`uva deka slabiot limes na podnizata pripa|a vo presekot. 
Problem e da se poka`e ( ) ( )iii i⇒ , ili ekvivalentno, ako H ne e 

refleksiven, toga{ postoi opadnuva~ka niza ( )nC   od neprazni zatvoreni 

ograni~eni konveksni mno`estva vo H so prazen presek. Da go poka`eme 
toa. ]e se poslu`ime so slednata Teorema na Xems:  
 
Teorema I.0.13 (Teorema na Xems, 1964) Banahoviot prostor H ne e 
refleksiven ako i samo ako za sekoe θ , 0 1θ< < , postojat nizi ( )nx  vo H 

i ( )nf  vo H*  t.{.  1n nx f= =  i ( )Re 0n kf x =  za n k> , ( )Re n kf x θ≥  za 

n k≤ . 
 
Dokaz. Nizite ( )nx  i ( )nf  se konstruiraat induktivno. Vo dokazot dva 

pati se primenuva Teoremata na Heli- edna{ na H* i edna{ na H. Neka H 
ne e refleksiven i b.o.n.o. neka H e realen prostor. Toga{ za proizvolno 
θ , 0 1θ< < , postoi **F X∈  t.{. ( )( ), 1d F i Xθ < <  i u{te mo`e da se 

pretpostavi deka 1Fθ < < . Neka { }: 1B x X x= ∈ ≤  i { }* * : 1B f X f= ∈ ≤ . 

Teoremata na Xems }e bide poka`ana ako poka`eme deka postojat niza 
( )nx  vo V i niza ( )nf  vo V* t.{. ( ) 0n kf x =  za n k>  i ( )n kf x θ=  za n k≤ . Da 

po~neme so konstrukcijata. Poradi F θ>  postoi 1f  vo V* t.{. ( )1F f θ=  

i poradi 1 1F f fθ ≤ <  postoi 1x  vo V t.{. ( )1 1f x θ= . Gi najdovme prvite 

~lenovi od nizite ( )nx  i ( )nf . Sega pretpostavuvame deka se 

konstruirani 1 1, , nx x −…  od V i 1 1, , nf f −…  od V* t.{. za niv va`i ( ) 0i jf x =  za 

, 1 , 1i j i j n> ≤ ≤ − ;  ( )i jf x θ=  za , 1 , 1i j i j n≤ ≤ ≤ −  i u{te deka ( )iF f θ=  za 

1, , 1i n= −… . Poslednata pretpostavka ( )iF f θ=  ne e del od tvrdeweto na 

Teoremata, no e bitna za sledniot ~ekor vo koj{to gi dobivame nx   i nf . 

Neka ( )( ): / ,M d F i Xθ= . Zabele`uvame deka 0< M <1 i deka za proizvolni 
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skalari 1 1, , nλ λ −…  va`i ( )( )
1

1

,
n

k k
k

Md F i X M x Fθ λ
−

=

= ≤ +∑ . Stavame 

1 2 1 : 0nc c c −= = = =…  i :nc θ= . Toga{ 
1

1 1

n n

i i n k k n
i k

c M x Fλ λ θ λ λ
−

= =

= ≤ +∑ ∑ . Sega ja 

primenuvame Teoremata na Heli na prostorot H* i dobivame deka postoi 
*

nf X∈ , koe{to poradi M<1 mo`e da se odbere od V*, t.{. 

( ) 1,..., 1i n ix f c i n= ∀ = −  i ( )nF f θ= , t.e. ( ) ( ) ( )1 2 1... 0n n n nf x f x f x −= = = =  i. 

Ni preostanuva u{te dobieme edno nx  od V t.{. ( )i nf x θ=  za site 

1, ,i n= … . Sega na scena stapuva induktivnata pretpostavka. Spored nea 

( )iF f θ=  za 1, , 1i n= −… , pa zadno so gornoto ( )nF f θ= , dobivame deka 

( )
1 1 1

n n n

i i i i i
i i i

F f F fλθ λ λ
= = =

= ≤∑ ∑ ∑ . Povtorno od Teoremata na Heli 

( 1 2 nc c c θ= = = =… ), postoi nx  od H, koe{to poradi 1F <  mo`e da se 

odbere od V, t.{. ( )i nf x θ=  za site 1, ,i n= … . So toa dokazot e zavr{en.      

  
Da se vratime na dokazot na Teorema I.0.12  
     

• ( ) ( )iii i⇒ : Neka H ne e refleksiven. Nema gubewe na op{tosta ako 

pretpostavime deka H e realen. Nizite ( )nx  vo H i ( )nf  vo H* se kako vo 

gornata Teorema na Xems. Gi formirame mno`estvata { }1: , ,...n n nC co x x += . 

Tvrdime deka nn
C =∅∩ . Neka mx C∈  i 0ε >  e proizvolno. Postoi N ∈  

i { }1, ,...,m m m Ny co x x x+ +∈  t.{. x y ε− < . No toga{ za sekoe n m N> +  va`i 

( ) ( )n nf x f x y x y ε= − ≤ − <  od kade{to ( )lim 0nn
f x = . Od druga strana ako 

nn
x C∈∩ , toga{ za sekoe 0n ∈  ( )

0nf x θ≥ , {to pretstavuva 

kontradikcija. Zna~i navistina nn
C =∅∩  i so toa Teoremata I.0.12 e 

celosno doka`ana.                           
 
 
 Ni preostana u{te da ja doka`eme Teoremata na Eberlajn-[muljan. 
Dokazot se bazira na cel eden spektar rezultati od op{tata topologija i 
funkcionalnata analiza. Nekoi od niv se dobro poznati, pa zatoa samo gi 
naveduvame. 
 
 
 
Teorema I.0.14 Edna neprekinata biekcija :f X Y→  od eden kompakten 
prostor H vo eden Hausdorfov prostor Y  e homeomorfizam. 
 
Dokaz. Op{ta topologija!  
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Teorema I.0.15 Za eden metri~ki prostor ( ),M d  se ekvivalentni: 

  ( )i  M e kompakten 

 ( )ii  M e niza-kompakten 

 
Dokaz. Isto, od op{ta topologija. 
 
 Zabele`uvame deka za razlika od kompaktnite mno`estva vo 
Hausdorfov prostor, niza-kompaktnite mno`estva ne mora da bidat 
zatvoreni. Normiranite prostori go imaat toa fino svojstvo {to kaj niv 
ne samo slabo kompaktnite tuku i  slabo niza-kompaktnite mno`estva se 
slabo zatvoreni. Ovoj va`en rezultat, poznat pod imeto Lema na Dej, igra 
odlu~uva~ka uloga vo dokazot na Teoremata na Eberlajn-[muljan. Vo 
dokazot na Lemata na Dej pak, }e ja iskoristime slednata: 
 
Lema I.0.16 Neka U  e potprostor od H. Toga{ postoi niza od 
funkcionali ( )nf  vo V* t.{. ( )sup n

n
x f x x U

∈
= ∀ ∈  

 
Dokaz. Dokazot se dobiva so primena na Teoremata na Han-Banah. Od nea 
sleduva deka ( )

*
sup
f B

x f x x U
∈

= ∀ ∈ , pa toga{ mo`e da se izvle~e podniza 

( )nf  vo V* t.{. ( )sup n
n

x f x x U
∈

= ∀ ∈ .                      

         
Lema I.0.17 (Lema na Dej, 1958) Ako A e slabo niza-kompaktno mno`estvo 
vo normiran prostor H, toga{ A e slabo zatvoreno. 
 

Dokaz. Neka A e slabo niza-kompaktno mno`estvo i neka b.o.n.o. 0
w

A∈  
(translaciite se slabi homeomorfizmi). ]e poka`eme deka 0 A∈  od 
kade{to }e sleduva deka A e slabo zatvoreno i so toa Teoremata }e bide 
doka`ana. Da se potsetime, proizvolna slaba okolina na 0x X∈  e od 

oblik ( ) ( ){ }0 1 0; , ,..., : 1,...,k iU x f f x X f x x i kε ε= ∈ − < ∀ = , {to zna~i deka 

ako 0
w

A∈ , toga{ za proizvolno 0ε >  i proizvolni kone~no mnogu 
funkcionali 1,..., kf f  postoi h od A t.{. ( ) 1,...,if x i kε< ∀ = . Neka ( )1 jf  e 

proizvolna niza od V*. Postoi 1x  od A t.{. ( )11 1 1f x ≤ . Za { }1 1:L lin x= , 

spored Lema I.0.16 postoi niza ( )2 jf  vo V* t.{. ( )2 1sup j
n

x f x x L
∈

= ∀ ∈ . 

Postoi 2x  od A t.{. ( )11 2
1
2

f x ≤ , ( )12 2
1
2

f x ≤ , ( )21 2
1
2

f x ≤  i ( )22 2
1
2

f x ≤ . 

Sega za { }2 1 2: ,L lin x x=  povtorno od Lema I.0.16 postoi niza ( )3 jf  vo V* t.{. 

( )3 2sup j
n

x f x x L
∈

= ∀ ∈ . Jasno e kako prodol`uva postapkata: vo n -tiot 

~ekor se dobiva nx  od A t.{. ( ) 1 1 ,ij nf x i j n
n

≤ ∀ ≤ ≤ , a potoa za 
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{ }1 2: , ,...,n nL lin x x x=  nao|ame niza ( )1n jf +  vo V* t.{. 

( )1sup n j n
n

x f x x L+
∈

= ∀ ∈ . Na toj na~in se dobiva edna niza ( )nx  vo A za 

koja{to va`i ( )lim 0ij nn
f x =  za proizvolni fiksni i i j. Po pretpostavka A 

e slabo niza-kompaktno mno`estvo, pa postoi podniza ( )knx  koja{to slabo 

konvergira kon nekoe h od A. ]e poka`eme deka vsu{nost h = 0 i so toa }e 
go zavr{ime dokazot. Zna~i 

k

w
nx x⎯⎯→ . Od tuka sleduva deka ( ) 0ijf x = za 

proizvolni fiksni i i j. Od druga strana, poradi 
k

w
nx x⎯⎯→  i Teoremata 

na Mazur, sleduva deka { }1 2, ,...x clin x x∈ . Zna~i za proizvolno 0ε >  postoi  

nekoe n∈  i ny L∈  t.{. y x ε− < . No poradi ( )1sup n j
n

y f y+
∈

=  i 

( ) ( )1 1n j n jf y f y x ε+ += − < , sleduva deka y ε≤ . Toga{ 2x ε< , od kade se 

dobiva deka h = 0 i so toa Lemata na Dej e doka`ana.                                
 
Definicija  I.0.18 Edna niza od funkcionali ( )nf  vo H* se vika totalna 

ako nulata e edinstveniot element od H koj{to gi anulira site nf , t.e. 

ako va`i ( ) 0 0nf x n x= ∀ ∈ ⇒ = . 

 
Lema I.0.19 Ako H e separabilen prostor, toga{ postoi totalna niza 
( )nf  vo H*.  

 
Dokaz. Neka { }1 2, ,...x x  e gusto vo H. Od Teoremata na Han-Banah sleduva 

deka za sekoe nx  postoi *
nf X∈  t.{. 1nf =  i u{te ( )n n nf x x=  (vidi [1], 

str. 135). Tvrdime deka ( )nf  e totalna vo H*. Navistina, neka x X∈  e t.{. 

( ) 0nf x n= ∀ ∈ . Da poka`eme deka h = 0. Za proizvolno 0ε >  postoi nx  

t.{. / 2nx x ε− < . Toga{  

( ) ( )n n n n n n n nx x x x x x f x x x f x x≤ − + = − + = − + − ≤  

 / 2 / 2n n nx x f x x ε ε ε≤ − + − < + =  

t.e. x ε< , pa zna~i h = 0. So toa poka`avme deka ( )nf  e totalna vo H*.      

  
Teorema I.0.20 Ako H e separabilen normiran prostor, toga{ slabata 
topologija ( )*,X Xσ  e metrizabilna na slabo kompaktnite mno`estva.  

 
Dokaz. Neka A e slabo kompaktno podmno`estvo vo H i neka ( )nf  e 

totalna niza vo H*, koja{to postoi poradi Lema I.0.19. Stavi 

( ) ( )
1

, : 2 ,n
n

n
d x y f x y x y A

∞
−

=

= − ∀ ∈∑ . Lesno se proveruva deka d  e metrika 

na A. ]e poka`eme deka preslikuvaweto ( )( ) ( )*: , , ,Id A X X A dσ →  e 

neprekinato, pa spored Teorema I.0.14 kako neprekinata biekcija od 
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kompakten vo Hausdorfov prostor e homeomorfizam. Zna~i ( )( )*, ,A X Xσ  

e metrizabilen. Za neprekinatosta na Id, dovolno e da se poka`e deka za 
proizvolno 0x A∈  i  proizvolna otvorena topka ( )0 ,T x ε  vo ( ),A d , postoi 

okolina U na 0x  vo ( )( )*, ,A X Xσ  t.{. ( )0 ,U T x ε⊂ . Zna~i, 

( ) ( ){ } ( )0 0 0
1

, : , : 2 n
n

n

T x x A d x x x A f x xε ε ε
∞

−

=

⎧ ⎫= ∈ < = ∈ − <⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑ . Zabele`uvame 

deka A kako slabo kompaktno mno`estvo e ograni~eno, pa postoi M > 0 
t.{. 0x x M x A− < ∀ ∈ . Za ova M > 0, postoi priroden broj N t.{. 

1
2

2
n

n N M
ε∞

−

= +

<∑ . Da ja razgledame sega slabata okolina 

0 1; , ,...,
2 NU U x f f

N
ε⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 na 0x . Za proizvolno x U∈  va`i 

( )0 1,...,
2if x x i N

N
ε

− < ∀ = , pa toga{ 

( ) ( ) ( )0 0 0
1 1 1
2 2 2

N
n n n

n n n
n n n N

f x x f x x f x x
∞ ∞

− − −

= = = +

− = − + − <∑ ∑ ∑  

                                   0
1
2

2 2 2
n

n
n N

N f x x M
N M
ε ε ε ε

∞
−

= +

< + − < + =∑  

Dobivme  ( )0
1
2 n

n
n

f x x ε
∞

−

=

− <∑ , t.e. ( )0 ,x T x ε∈ . Zna~i ( )0 ,U T x ε⊂  i so toa 

se e poka`ano.                 
 
 
Dokaz na Teoremata na Eberlajn-[muljan. 
 
( ) ( )i ii• ⇒ : Ova e polesnata implikacija. Neka ( )nx  e proizvolna niza vo 

slabo kompaktnoto mno`estvo A i neka { }1 2: , ,...Y clin x x= . Toga{ A Y∩  e 

slabo kompaktno mno`estvo vo separabilniot prostor Y , pa spored 
Teorema I.0.20 e metrizabilno. Od Teorema I.0.15 se dobiva deka A Y∩  e 
slabo niza-kompaktno, pa postoi slabo konvergentna podniza ( )knx  na 

( )nx . Zna~i A e slabo niza-kompaktno mno`estvo.   

( ) ( )ii i• ⇒ : Neka A e slabo niza-kompaktno mno`estvo. ( )i A  e ograni~eno, 

kade{to **:i X X→  e kanoni~noto preslikuvawe. Toga{ od Teoremata na 

Alaoglu ( )
*w

i A e slabo*-kompaktno,  pa spored zabele{kata napravena vo 

dokazot na Teorema I.0.9, sleduva deka mno`estvoto ( )
*

1 w
i i A− ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 e slabo 

kompaktno vo H. No toga{ A e relativno slabo kompaktno, a bidej}i od 
Lemata na Dej A e slabo zatvoreno, sleduva deka A e slabo kompaktno i so 
toa dokazot e zavr{en.              
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I.1   Definicii i osnovni svojstva 
 
 

one~no dimenzionalnite vektorski prostori imaat baza i sekoj 
vektor vo prostorot na edinstven na~in se pretstavuva preku 
baznite elementi. Se raboti za algebarski bazi koi{to vo slu~aj 

na beskone~no dimenzionalen Banahov prostor  se bukvalno beskorisni 
za{to znaeme deka toga{ sekoja takva baza e nadbrojliva. Toa ednostavno 
sleduva od Teoremata na Ber za kategorii. Taa va`i za potpolni 
metri~ki prostori, pa zabele`uvame deka poop{to: sekoja algebarska 
baza vo beskone~no dimenzionalen Fre{eov i F - prostor e nadbrojliva. 
Sakame konceptot na baza da go vidoizmenime i da go generalizirame vo 
beskone~no dimenzionalni Banahovi prostori. Toa prv go napravil 
polskiot matemati~ar Julius [auder (1899-1943), u~enik na Stefan 
Banah (1892-1943). 
 
Definicija I.1.1 Neka X  e Banahov prostor. Edna niza ( )nx  vo X se 
narekuva [auderova baza za X ako sekoj x X∈ na eden i samo na eden na~in 

mo`e da se pretstavi kako 
1

,n n n
n

x a x a
∞

=

= ∈∑ F , pri {to konvergencijata e 

vo normata na X , t.e. 
1

0
n

k k
k

x a x
=

− →∑ . 

 
Ponatamu poradi kratkost }e pi{uvame samo bazi, no postojano }e 
mislime na [auderovi bazi. 
U{te poop{to, bazi mo`at da se definiraat i vo metri~ki topolo{ki 
prostori na istiot priroden na~in. 
 
Definicija I.1.2  Neka X e metri~ki topolo{ki prostor so metrika  d . 
Edna niza ( )nx vo X se narekuva baza za X ako sekoj x X∈ na eden i samo na 

eden na~in mo`e da se pretstavi kako 
1

,n n n
n

x a x a
∞

=

= ∈∑ F pri {to 

konvergencijata e vo metrikata na X , t.e 
1

, 0
n

k k
k

d x a x
=

⎛ ⎞ →⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ . 

 
Evidentno e deka vo prostor  X  so [auderova baza ( )nx , sekoja to~ka 

x X∈ , 
1

n n
n

x a x
∞

=

=∑  mo`e da se poistoveti so edinstvenata niza od 

koeficienti ( )1 2, ,...a a . Va`no e da se zabele`i deka pri definiraweto 

K
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na [auderovata baza bazi~nite vektori nx  mora da se zadadat ne kako 

mno`estvo { }:nx n∈ , tuku kako podredena niza ( )nx . Vo sprotivno, ako 

ne vnimavame na redosledot, doa|ame do nov poim (bezuslovna baza), na 
koj{to podocna }e mu posvetime posebno vnimanie.      
 Od definicijata neposredno sleduva deka 0nx n≠ ∀ ∈  i deka  
zatvora~ot na linearnata obvivka (generatorot) na mno`estvoto 
{ }:nx n∈ , vo oznaka { }:nclin x n∈ , e celiot prostor X , t.e. 

{ }:nclin x n X∈ = . Toj fakt go zabele`uvame kako:  

 
Teorema I.1.3  Prostorot X  ima baza ( )nx  samo ako va`i   

{ }:nclin x n X∈ =  

Dokaz. Jasen.                
 
Nizite za koi{to va`i { }:nclin x n X∈ =  u{te se narekuvaat 

fundamentalni. Uslovot vo Lema I.1.3 e samo potreben, no e daleku od 
dovolen. Podocna }e dademe primer koga toj e ispolnet, a sepak ( )nx  ne e 

baza. Od ovaa i slednata Lema dobivame u{te eden neophoden uslov 
koj{to treba da go zadovoluva eden prostor za da ima baza. Lemata e 
interesna i samata za sebe kako kriterium za odlu~uvawe na separa-
bilnost na normirani prostori.  

 
Lema I.1.4  Za eden normiran prostor X  se ekvivalentni: 

(1) X  e separabilen 
(2) Postoi prebrojlivo mno`estvo A  t.{. X clinA=  

Dokaz. (1)⇒ (2) e jasno, za{to X A=  implicira  X clinA= . 
(2)⇒ (1):Prvo go razgleduvame slu~ajot =F .Stavame 

                                     
1

: , ,
n

i i i i
i

B x n x Aλ λ
=

⎧ ⎫= ∈ ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑   

Toga{ B  e prebrojlivo i }e poka`eme B X= ,poto~no 
0x X y B x yε ε∀ ∈ ∀ > ∃ ∈ − <  

Prvo odbirame 0y linA∈ , zna~i 0
1

n

i i
i

y xλ
=

=∑  so ,i ix Aλ ∈ ∈  t.{ 0 2
x y ε
− < . 

Potoa odbirame '
iλ ∈   t.{. '

1

2
i i n

i
i

x

ελ λ

=

− <

∑
.Toga{ za '

1

n

i i
i

y x Bλ
=

= ∈∑  va`i 

                           '
0 0

1
max

2

n

i i ii i
x y x y y y xε λ λ ε

=

− ≤ − + − < + − <∑  

 Vo slu~ajot =F  iskoristi i+  namesto .                                          �                               
  
Slednata Teorema  go dava toj osnoven i neophoden uslov za eden prostor 
da ima baza.  
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Teorema I.1.5  Sekoj Banahov prostor so [auderova baza e separabilen. 
 
Dokaz. Poradi { }:nclin x n X∈ =  dokazot direktno sleduva od Lema I.1.4, 

no imaj}i golemo zna~enie  ovaa teorema zaslu`uva i poseben dokaz. Neka 
( )nx e [auderova baza vo Banahoviot prostor X , X  nad F . (Bez gubewe na 

op{tosta zemame F=R ). Toga{ mno`estvoto 
1

: ,
n

i i i
i

M r x n r
=

⎧ ⎫= ∈ ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭
∑  e 

prebrojlivo i gusto vo X  (Za =F  se zema i+ ) 

Navistina, za 
1

n n
n

x a x
∞

=

=∑  od X  i 0ε >  proizvolno, postoi n  t.{. 

1
|| ||

2

n

k k
k

x a x ε
=

− <∑      (1) 

i k ka r∀ ∈ ∃ ∈F  t.{. | |
2 || ||k k

k

a r
n x
ε

− <  , pa toga{ 

 

1 1 1
|| || | | || ||

2

n n n

k k k k k k k
k k k

a x r x a r x ε
= = =

− ≤ − <∑ ∑ ∑     (2) 

 

Od (1) i (2) se dobiva deka 
1

|| ||
n

k k
k

x r x ε
=

− <∑ , t.e. M e gusto vo X , pa X  e 

separabilen.                                            
 
 Znaeme deka ∞  e neseparabilen Banahov prostor, pa spored pret-
hodnata Teorema toj nema [auderova baza. 

Dali va`i obratnoto, t.e. dali sekoj separabilen Banahov prostor 
ima [auderova baza? Odgovorot e edno kategori~no Ne! Sledna cel e da 
poka`eme neprekinatost na dva vida na prirodni linearni preslikuvawa 
na Banahovi prostori so [auderova baza. Tie }e ni ovozmo`at da dobieme 
drugi pojaki i dovolni kriteriumi za edna niza da bide baza.    
 
 
Definicija I.1.6 Neka Banahoviot prostor H ima baza ( )nx . Za sekoj 

priroden broj n , n -ti koordinaten funkcional *
nx  za bazata ( )nx  e 

preslikuvaweto * :nx X → F , 
1

n n n
n

x a x a
∞

=

=∑ , a n -ta prirodna proekcija nP  

za ( )nx e preslikuvaweto 
1 1

: ,
n

n n n i i
n i

P X X x a x a x
∞

= =

→ =∑ ∑  

Vo X  se voveduva slednata norma  ||| . |||  , so  
1

||| |||: sup sup
n

n i i
n n i

x P x a x
=

= = ∑  i 

se poka`uva deka taa e ekvivalentna na ⋅  i e potpolna vo X . Kako 

posledica se dobiva 
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Teorema I.1.7 Prirodnite proekcii 
1 1

: ,
n

n n n i i
n i

P X X x a x a x
∞

= =

→ =∑ ∑  se 

ograni~eni. 
 
Dokaz. Od ekvivalentnosta na dvete normi || . ||  i ||| . ||| , sleduva deka postoi 

0C >  t.{. ||| ||| || ||x C x≤  x X∀ ∈ . Toga{ ||| |||nP x x C x≤ ≤ , {to zna~i deka 

nP  e ograni~ena prirodna proekcija.          
 

 Sega treba da doka`eme deka dvete normi se navistina 
ekvivalentni.  Ako dve normi vo eden normiran prostor se sporedlivi 
(ednata e pogolema od drugata) i potpolni, toga{ tie se ekvivalentni. 
Toa e sodr`inata na: 

  
 
Teorema I.1.8 (Teorema za dvete normi) Ako || . ||  i ||| . |||  se dve normi na 
vektorskiot prostor X  koi{to dvete go pravat Banahov prostor, i 
ako postoi M > 0 t.{. || || ||| |||x M x x X≤ ∀ ∈ , toga{ || . ||  i ||| . |||  se 
ekvivalentni. 
 
Dokaz. Po pretpostavka ( ) ( ): ,||| . ||| , || . ||Id X X→  e neprekinato 

preslikuvawe, pa od Teoremata na Banah za inverzno preslikuvawe i 
( ) ( )1 : ,|| . || , ||| . |||Id Id X X− = →  e neprekinato. Toa zna~i deka postoi 0C >  

t.{. ||| ||| || ||x C x x X≤ ∀ ∈ .                                          
 
  

 
Ostanuva u{te da poka`eme deka normata ||| . |||  e potpolna so {to 

dokazot na Teorema I.1.7 }e bide potpoln. 
 
 
 
Teorema I.1.9  ( ),||| . |||X  e Banahov prostor. 

Dokaz. Neka 
1

n n
i i

i
x a x

∞

=

=∑  e Ko{ieva niza vo odnos na ||| . ||| . ]e poka`eme 

deka e konvergentna. 
 
Dokazot se odviva vo tri ~ekori. 

 
 
^ekor 1: Kolonite na ( )nx  konvergiraat, t.e. postoi : lim 1, 2,...n

i in
a a i

→∞
= ∀ =  

^ekor 2: Redot 
1

i i
i

x a x
∞

=

=∑  konvergira. 
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^ekor 3: ||| ||| 0 ,nx x n− → →∞  
 
 
 
 
 
Dokaz na ^ekor 1. Jasno e deka za sekoi dva prirodni broevi n  i m  va`i 

|| || 2 ||| |||
m

i i
i n

a x x
=

≤∑ . Toga{ 

|| || 2 ||| |||| | 0
|| || || ||

n m n m
n m i i i i
i i

i i

a x a x x xa a
x x
− −

− = ≤ →  za ,n m →∞ , 

t.e. ( ) 1,2,...n
ia n = e Ko{ieva, pa postoi lim n

i in
a a

→∞
=  

 
 

Dokaz na ^ekor 2. Ova e najsuptilniot del vo dokazot. Neka 
1

s

s n n
n

t a x
=

= ∑  ]e 

poka`eme deka ( )st  e || . || - Ko{ieva niza. 

 Neka 0ε >  e prizvolno. Postojat 0,k m k≥  t.{. za sekoj s∈  

1 1
|| ( ) || sup || ( ) || ||| |||

s N
k m k m k m
n n n N n n n

n n
a a x a a x x x ε

= =

− ≤ − = − <∑ ∑  

pa ako pu{time k →∞  se dobiva 

1
|| ( ) ||

s
m

n n n
n

a a x ε
=

− ≤∑     (*) 

 
Toga{, za 0m k k> ≥   

1
|| || || ||

m

m k n n
n k

t t a x
= +

− = ≤∑
0 0 0 0

1 1 1 1
|| ( ) || || ( ) || || || 2 || || 3

m k m m
k k k k

n n n n n n n n n n
n n n k n k

a a x a a x a x a xε ε
= = = + = +

≤ − + − + ≤ + ≤∑ ∑ ∑ ∑  , 

za dovolno golemo k , bidej}i 0

1

m
k
n n

n k
xα

= +
∑  e del od konvergenten red 

0 0

1

k k
n n

n
x a x

∞

=

=∑  

Zna~i, ( )st  e Ko{ieva niza, pa konvergira t.e.  postoi 
1

i i
i

x a x
∞

=

=∑  

 
 
 
 
Dokaz na ^ekor 3. Od (*) se dobiva 

1
||| ||| sup || ( ) ||

s
m m

s n n n
n

x x a a x ε
=

− = − ≤∑        0m k∀ ≥  
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  Zna~i, ( )nx  konvergira vo odnos na ||| . ||| , t.e. ( ),||| . |||X e Banahov 

prostor od kade{to sleduva ekvivalentnosta na normite || . ||i ||| . ||| . So toa 
teoremata e doka`ana.                                                                                                                 
 
 
 
 
 
 Osven {to za sekoja poedine~na proekcija nP  poradi nejzinata 

neprekinatost va`i nP < ∞ , i celata niza od normi ( )nP  e ograni~ena.  

 
 
 
Teorema I.1.10   sup || ||n nP < ∞  
 
Dokaz. Va`i ||| |||nP x x C x≤ ≤ , odnosno za fiksirano x X∈ , 

sup || ||n nP x < ∞ . Ottuka i od Principot na ramnomerna ograni~enost 
(Uniform Boundedness Principle UBP− ), poznat u{te i kako Teorema na 
Banah-[tajnhaus (vidi [1], str.83) direktno sleduva tvrdeweto.       
 
 
Definicija I.1.11  Neka  nP  se prirodnite proekcii vo prostor   Χ  so 

baza  ( )nx . Toga{ Κ := n
n

Psup  < ∞  se narekuva bazi~na konstanta za 

bazata ( )nx . 

 
 
 Zaedno so prirodnite proekcii i koordinatnite funkcionali se 
neprekinati. 
 
Teorema I.1.12 Sekoj koordinaten funkcional * :n nx x a→   vo Banahov 
prostor so baza  e neprekinat. 
 
Dokaz. 

( )( )1 2n nn n
n

n n n

P P xa x K x
a

x x x
−−

= = ≤  

                
           
 Interesno e toa {to vo svojata definicija na baza [auder baral 
koordinatnite funkcionali da se neprekinati. Banah poka`al deka toa 
ne e potrebno, odnosno deka toa mo`e da se poka`e so ostroumna primena 
na Teoremata na Banah-[tajnhaus. 
 Teoremite I.1.7 i I.1.10 ostanuvaat da va`at vo potpolni metri~ki 
topolo{ki prostori. Dokazite treba samo malku da se izmenat. 
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 Za kraj na ovoj paragraf davame eden mnogu korisen kriterium  za 
toa koga edna niza vo Banahov prostor e baza.  
 
Teorema I.1.13 Nizata ( )nx  vo Banahov prostor H e baza vo H ako i samo 
ako va`i 

(1) 0nx n≠ ∀ ∈  

(2) { }:nclin x n X∈ =  

(3) 
1 2

1 2
1 1

0 || || || ||
m m

n n n n i
n n

M a x M a x m m a
= =

∃ ≥ ≤ ∀ ≤ ∀ ∈∑ ∑ F  

 
Dokaz. Ako ( )nx e baza, toga{ uslovite (1) i (2) sleduvaat direktno od 
definicijata, dodeka (3) sleduva od Teorema I.1.7.  Deka trite uslovi se 
potrebni sleduva od dosega iznesenoto. Da doka`eme deka tie se i 
dovolni za nizata ( )nx  da bide baza. 

Zna~i, neka ( )nx  gi zadovoluva uslovite (1), (2) i (3).  
 

Prvo, }e poka`eme deka ako eden element x X∈  ima pretstavuvawe 
preku ( )nx , toga{ toa e ednozna~no. 

Navistina, od n n n n
n n

x x xα β= =∑ ∑  i od (3), sleduva deka 

1 1 1| | || || || || 0n n n n
n n

x M x xα β α β− ≤ − =∑ ∑  , pa toga{ 1 1α β= . 

So indukcija se dobiva deka n n nα β= ∀ ∈  
Zna~i, poka`avme edinstvenost na pretstavuvaweto. Sega da poka-

`eme i egzistencija na takvo pretstavuvawe. 

  Neka 
1

( )
m

m n n n n
n n

p x xα α
=

=∑ ∑  kade{to 00( )n cα ∈  t.e. 

{ } { }1
: : ,...,m n mp lin x n lin x x∈ →  

pa toga{ od (3) mp  e linearen ograni~en operator so norma ne pogolema 

od M. Od uslovot (2), mp  mo`e na edinstven na~in da se pro{iri do 

linearen ograni~en operator { }1
: ,...,m mP X lin x x→  so norma ne pogolema 

od M, t.e. mP M≤ . 

Sega }e poka`eme deka limm mP x x x X= ∀ ∈ . 
Neka x X∈  i 0ε >  se proizvolni. Poradi uslovot (2) postoi 

{ }:ny lin x n∈ ∈  t.{. || ||
1

x y
M
ε

− <
+

 . Toga{ 

 
 
 

|| || || || || || || ||m m m mP x x P x P y P y y x y− ≤ − + − + − ≤  
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     ( 1) || || || ||mM x y P y y≤ + − + − ≤ || ||mP y yε + −  
 

Od proizvolnosta na ε  sleduva deka  
 

|| ||mP x x− ≤ || ||mP y y− 0→  za ,m →∞ , pa 
 

lim || || 0mm
P x x

→∞
− = , t.e. lim mm

x P x
→∞

=  

 
Od druga strana, { }min ,m n n m m nP P P P P= =  na { }:nlin x n N∈ , pa poradi (2), 

}e va`i { }min ,m n n m m nP P P P P= =  i na celoto mno`estvo H.  

1 1 1Px a x=  za nekoe 1a ∈F , pa od 1 2 2 1PP P P= , sleduva deka 
2

2
1

n n
n

P x a x
=

= ∑  i.t.n. So 

indukcija se poka`uva deka 
1

m

m n n
n

P x a x
=

=∑  za nekoi 1,..., ma a ∈F  pa zna~i 

lim m n nm n
x P a x= =∑  i so toa poka`avme deka sekoe x X∈  ima prestavuvawe 

preku bazata ( )nx , a ve}e poka`avme deka toa e edinstveno. Zna~i, ( )nx e 

baza vo H.             � 
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*Immer mit den einfachsten Beispielen anfangen. 
                                                                                                          David Hilbert 

 
 
 
I.2 Bazi vo prostori od nizi 
 
 
 

tkako gi definiravme bazite i zapoznavme nekolku svojstva i 
kriteriumi povrzani so niv, redno e da vidime primeri na 
prostori so baza. Zapo~nuvame so najednostavnite i klasi~ni 

prostori vo funkcionalnata analiza-prostorite od nizi. 
 
Primer. (a) Vo prostorite 0c  i pl , 1 p≤ < ∞  edini~nite vektori 

(0,...0,1,0,...)ne =  (1 na n -toto mesto) formiraat baza. Navistina, 

za 0( )nx x c= ∈ , { }
1

|| || sup | | : 0
n

k k k
k

x x e x k n∞
=

− = > →∑  za n →∞  t.e. redot 

1
k k

k
x e

∞

=
∑ konvergira vo odnos na sup normata || . ||∞  kon x , pa pi{uvame 

x =
1

n n
n

x e
∞

=
∑ i ova pretstavuvawe e ednozna~no. 

 Sli~no, za ( ) ,1p
nx x l p= ∈ ≤ < ∞ , va`i  

1 1
|| || | | 0

n
p p

k k p k
k k n

x x e x
∞

= = +

− = →∑ ∑  za 

n →∞ , i ova pretstavuvawe e ednozna~no, pa povtorno pi{uvame 

x =
1

n n
n

x e
∞

=
∑ . 

 

Primer. (b) Vo prostorot c , baza e nizata ( ) 0n n
e ∞

=
, kade{to 0 (1,1,...)e = . 

Za ( )nx x c= ∈  so : lim nn
a x

→∞
= , imame 

( ) ( ) ( )1 2 1, ,... , ,... ,..., ,0,0,...nx x a a x a x a
∞

− − − − =

( )1 20,...,0, , ,... 0n nx a x a+ += − − →  t.e.  0
1
( )n n

n
x ae x a e

∞

=

= + −∑  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
*Sekoga{ zapo~ni so najednostavnite primeri. 

O
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Primer. (v) Vo prostorot pl ,  0 1p< < , koj{to e F -prostor so metrika 

( )
1

, : p
n n

n
d x y x y

∞

=

= −∑ , 

 no ne e lokalno konveksen prostor (vidi [1] str. 221, Zad. 31) edini~nite 
vektori (0,...0,1,0,...)ne =  povtorno formiraat baza. 
 Teorijata ne protekuva paralelno i za funkciskite 
prostori [ ]0,1 ,0 1pL p< < , za koi{to vo sledniot paragraf }e vidime deka 

voop{to nemaat baza.  
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I.3 Bazi vo funkciski prostori 
 
 
 
 
 
 

rugi klasi~ni prostori vo funkcionalnata analiza vo koi{to }e 
dademe bazi se funkciskite prostori [ ]0,1C  i [ ]0,1 , 1pL p≤ < ∞ . Vo 

prostorot [ ]0,1C  spored slavnata Teorema na Vaer{tras od 1885, 

sekoj element mo`e ramnomerno da se aproksimira so polinomi. Odnosno 
va`i { } [ ]: 0 0,1nclin t n C≥ = . Polinomite np  od n -ti stepen koi{to 

aproksimiraat dadena funkcija f  od [ ]0,1C  mo`at duri i eksplicitno da 

se zadadat. Eden takov vid na polinomi se polinomite na Bern{tajn. So 
toa e ispolnet neophodniot uslov od Teorema I.1.3. Dali toga{ monomite 

( )
0

n

n
t

∞

=
 formiraat baza vo [ ]0,1C ? Ne, uslovot ne e dovolen. Koga ( )

0

n

n
t

∞

=
 bi 

bila baza vo [ ]0,1C , toa bi zna~elo deka sekoja neprekinata funkcija na 

[ ]0,1  mo`e da se pretstavi kako beskone~na linearna kombinacija od 

monomite nt , odnosno da se pretstavi kako stepenski red. No znaeme deka 
stepenskite redovi koi{to ramnomerno konvergiraat kon neprekinata 
funkcija (normata vo [ ]0,1C )  se diferencijabilni, pa dobivame 

kontradikcija deka sekoja neprekinata funkcija na [ ]0,1  e 

diferencijabilna. Postojat primeri na neprekinati i 

nediferencijabilni funkcii na [ ]0,1 . ( ) 1
2

f x x= −  e edna takva. Mo`e i 

na drug na~in da se argumentira deka ( )
0

n

n
t

∞

=
 ne e baza vo [ ]0,1C . Na primer 

so Teorema I.1.12. Funkcionalot  1
1

n
n

a a
∞

=
∑ nt  ne e ograni~en. Da go 

poka`eme toa. Gi razgleduvame funkciite ( )1 nt−  na [ ]0,1C . So ovoj 

funkcional ( )1 nt n− − , pa koga bi bil ograni~en bi postoelo M>0 t.{. 

( )1 nn n M t n
∞

− = ≤ − ∀ ∈ . No ( )1 1nt
∞

− = , pa se dobiva deka 

n M n≤ ∀ ∈  {to e sekako kontradikcija.  
 

Sega }e dademe edna baza vo [ ]0,1C , koja{to ja otkril [auder (vidi 

[15]). 
 
 

D
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Teorema I.3.1 Baza vo [ ]0,1C , nare~ena sistem na [auder, pretstavuva 

nizata funkcii:  
 

( )0 : 1s t =  ; ( )1 :s t t=  ; 

( ) ( )12

2 1: max 0,1 2
2m

m
n mi

is t s t t− +

⎧ − ⎫
= = − −⎨ ⎬

⎩ ⎭
.  

 
Dokaz. ( ) ( )12mn i

s t s t− +
=  ( )12, 1,..., 2mn i −≥ =  zna~i se opredeluva na sledniot 

na~in: 

( )12m i
s t− +

 = 0  ako 1 1

1 ,
2 2m m

i ix − −

−⎛ ⎞∉⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

a vo vnatre{nosta na toj interval ( )12m i
s t− +

 ima grafik vo vid na 

ramnokrak triagolnik so visina ednakva na edinica i osnova koja{to se 

sovpa|a so otse~kata 1 1

1 ,
2 2m m

i i
− −

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 . 

 
 
Grafi~ki: 

  
 
 
 
 
 
 

 
 

  s2 

s3 s4 s5 s6 s7 s8 

s0

s1
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Funkciite 1, t, ns , 2n ≥ , formiraat baza bidej}i gi ispolnuvaat uslovite 
od Teorema I.1.13: (1) e jasno; da poka`eme sega deka va`i uslovot (2). Gi 

zemame to~kite 0 : 0t = , 1 : 1t =  i 12

2 1:
2mn mi

it t − +

−
= =  ( )12, 1,..., 2mn i −≥ = . 

O~evidno e deka nizata ( ) 0n n
t ∞

=
 e gusta vo [ ]0,1 . Zabele`uvame deka 

( )0 0 1s t = , ( )1 0 0s t = , ( )1 1 1s t = , ( ) ( )2 0 2 1 0s t s t= = , ( )2 2 1s t = , i vo op{t slu~aj  

( ) 0 0,1,..., 1n is t i n= ∀ = −   i  ( ) 1n ns t =                      (*) 

Za proizvolna funkcija [ ]0,1f C∈  sega definirame rekurzivnata niza 

( ) 0n n
a ∞

=
  so     ( )0 0:a f t= , i ( ) ( )

1

0
:

n

n n k k n
k

a f t a s t
−

=

= −∑  za 1n ≥           (**)  

Ponatamu definirame ( )
0

:
n

n k k
k

p f a s
=

=∑ . Jasno, ( ) { }0 1, ,...np f lin s s∈ . Tvrdime 

deka ( ) 0nf p f
∞

− → , od kade{to }e sleduva deka { }0 1, ,...f clin s s∈ . Prvo 

so indukcija }e poka`eme deka po delovi linearnata funkcija ( )np f  

(poligonalna linija) gi interpolira vrednostite na f  vo to~kite 

0 1, ,..., nt t t , t.e. ( )np f  i f  se sovpa|aat vo tie to~ki. Navistina, dobivame 

( )( )( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0p f t a s t a f t= = = , ( )( )( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 1 1 0 0 0p f t a s t a s t a f t= + = = , 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 0 1 1 1 1 0 1 1p f t a s t a s t a a f t= + = + = . Sega da pretpostavime deka 

( )( )( ) ( )1 0,1,..., 1n i ip f t f t i n− = ∀ = − . Imame  

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1(*) (**)

0 0 0

n n n

n n k k n k k n n n n k k n n n
k k k

p f t a s t a s t a s t a s t a f t
− −

= = =

= = + = + =∑ ∑ ∑  

a za 0,1,..., 1i n= − , spored induktivnata pretpostavka dobivame 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )
1 (*)

1
0 0

n n

n i k k i k k n n n i n i i
k k

p f t a s t a s t a s t p f t f t
−

−
= =

= = + = =∑ ∑ . 

Zna~i, ( )( )( ) ( ) 0,1,...,n i ip f t f t i n= ∀ = . Bidej}i ( )np f   e iskr{ena linija, 

za sekoi dve posledovatelni to~ki Ut  i Vt  vo prirodniot poredok na 

0 1, ,..., nt t t , t.e. vo 
10 10 : ... ... :1i U Vt t t t t= < < < < < < = , ( )np f  e otse~ka od Ut  do 

Vt , pa va`i  ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 1 0,1n U V U Vp f t t f t f tλ λ λ λ λ+ − = + − ∀ ∈  

Neka 0ε >  e proizvolno. Toga{ poradi ramnomernata neprekinatost na 
f , postoi 0δ >   t.{.  

( ) ( ) [ ]' '' ' '' ', '' 0,1t t f t f t t tδ ε− < ⇒ − < ∀ ∈  

Iskoristuvaj}i ja sega gustinata na ( ) 0n n
t ∞

=
 vo [ ]0,1 , dobivame deka za ova 

0δ >  postoi N ∈  t.{. za sekoe n N> , sekoi dve posledovatelni to~ki 
vo prirodniot poredok 

10 10 : ... :1
ni it t t t= < < < < =  na 0 1 1, ,..., ,n nt t t t +  se na 

rastojanie pomalo od δ , t.e. va`i 
11,...,

max
j ji ij n

t t δ
−=

− <  i jasno u{te 1 ni
t t δ− < . 
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Za proizvolno [ ]0,1t∈ , t  se nao|a pome|u nekoi dve posledovatelni to~ki 

vo 
10 10 : ... :1

ni it t t t= < < < < = , da re~eme pome|u Ut  i Vt , t.e. [ ],U Vt t t∈ . Bidej}i 

t  se nao|a na otse~kata od Ut  do Vt , postoi , 0 1λ λ≤ ≤ , t.{. ( )1U Vt t tλ λ= + −  

Toga{ imame, 
 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1n U Vf t p f t f t f t f tλ λ− = − + − =  

          ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1U Vf t f t f t f tλ λ= − + − − ≤  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1U Vf t f t f t f tλ λ≤ − + − − ≤  

          
[ ]

( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( )
', '' , ', '' ,
max ' '' 1 max ' ''

U V U Vt t t t t t t t
f t f t f t f tλ λ

∈ ∈
≤ − + − − =  

          
[ ]

( ) ( )
', '' ,
max ' ''

U Vt t t t
f t f t ε

∈
= − <  

  
Poradi proizvolnosta na [ ]0,1t∈ , sleduva deka ( )nf p f n Nε

∞
− ≤ ∀ >  i 

so toa e poka`ano deka va`i uslovot (2).  
Na intervalot na koj{to 0ns ≠ , site prethodni , 0,1,..., 1is i n= −  se 

linearni. Zna~i, va`i uslovot (3) so M=1.               
 
 
]e dademe i baza vo prostorite [ ]0,1pL , 1 p≤ < ∞ , {to }e bide sodr`inata 

na slednata teorema. Vo dokazot }e iskoristime edno neravenstvo koe{to 
go formulirame kako   
 
 
 
Lema I.3.2 Za proizvolni realni broevi x i y i 1p ≥  va`i neravenstvoto 

 

2 p p px x y x y≤ + + −  

 
Dokaz. Za h = 0 neravenstvoto e trivijalno, pa zatoa pretpostavuvame deka 

0x ≠  i celoto neravenstvo go delime so 
px , po {to dobivame 

2 1 1
p py y

x x
≤ + + − . Stavaj}i 

yt
x

=  dokazot }e bide gotov ako poka`eme 

deka funkcijata ( ) : 1 1 2p pf t t t= + + − −  e nenegativna. O~igledno e deka 

va`i ( ) 0f t ≥  za 1t ≥  i za 1t ≤ − , a za 1 1t− < < , ( ) ( ) ( )1 1 2p pf t t t= + + − − , pa 

ako go iskoristime o~iglednoto neravenstvo ( )1 1px px+ ≥ +  za 1x < , 1p ≥  

dobivame ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1 1 2 0p pf t t t pt pt= + + − − ≥ + + − − =  i so toa se e 

poka`ano.                  
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Teorema I.3.3 Baza za [ ]0,1pL ,1 p≤ < ∞ , nare~ena sistem na Haar,  

formiraat funkciite  00 10 11 20 21 22 231, ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),...u x u x u x u x u x u x u x     

kade{to ( ) ( 0,1,...;0 2 )k
klu x k l= ≤ <   se opredeluva so ( ) 0klu x =  za 

1,
2 2k k

l lx +⎛ ⎞∉⎜ ⎟
⎝ ⎠

, na prvata polovina od intervalot  
1,

2 2k k

l l +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 bez 

sredi{nata to~ka ( )klu x  ima vrednost 1, vo sredi{nata to~ka ima 

vrednost 0, i na vtorata polovina od intervalot 
1,

2 2k k

l l +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 bez 

sredi{nata to~ka ( )klu x  ima vrednost 1− . 

Grafi~ki 
 

 
 
 
Dokaz. Dokazot deka funkciite formiraat baza se dobiva so kriteriumot 
od Teorema I.1.13. Navistina, bidej}i { }00 10 11 20 21 22 231, , , , , , , ,...lin u u u u u u u  gi 

sodr`i karakteristi~nite funkcii na dijadi~kite intervali (intervali 

od oblik 
1,

2 2k k

l l +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

), jasno e deka va`i uslovot (2) od Teorema I.1.13, t.e. 

{ } [ ]00 10 11 20 21 22 231, , , , , , , ,... 0,1pclin u u u u u u u L= . Treba u{te da poka`eme deka 

va`i (3). Toj uslov va`i so M=1 t.e. sistemot na Haar e monotona baza za       

[ ]0,1pL . Neka ( )kla  e proizvolna niza od skalari i neka ( ) ( )
,

kl kl
k l

f t a u t=∑  i  

( ) ( ) ( )' ' ' '
,

kl kl k l k l
k l

g t a u t a u t= +∑ .  i  se razlikuvaat samo na nekoj dijadi~ki 

interval I na koj{to f   ima konstantna vrednost b, a g  ima vrednost 

' 'k lb a+  na prvata polovina od I i vrednost ' 'k lb a−  na vtorata poovina od I. 

Bidej}i za sekoe 1p ≥  spored Lema I.3.2  va`i ' ' ' '2 p p p
k l k lb b a b a≤ + + − , 

dobivame deka 
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1 2

' ' ' '
' ' ' ' 12 2

p p p
p p p p p k l k l

k l k l m m
I I I

b a b a b
g f b a b a b +

+ + −
− = + + − − = − =∫ ∫ ∫  

   ' ' ' '
1

2
0

2

p p p
k l k l

m

b a b a b
+

+ + − −
= ≥ , t.e. f g≤ , pa ispolnet e 

uslovot (3).               
 

      
 
Za razlika od niza-prostorite pl , 0 1p< < , za koi{to vidovme deka imaat 

baza, za [ ]1,0pL  , 10 << p ,   imame: 
 
Teorema I.3.4 Prostorite [ ]1,0pL  , 10 << p , nemaat baza. 
 
Dokaz. Prostorite [ ]1,0pL  , 10 << p , se separabilni TVP (prostori na  

Fre{e, kompletni vo metrikata), no nemaat baza, poradi [ ]( ) 01,0 *
=pL  

(vidi [1] str. 222, Zad. 33),  {to e vo kontradikcija so Teorema I.1.12.       
 
     
[auderovi bazi bile konstruirani i vo mnogu drugi va`ni Banahovi 
prostori koi{to se pojavuvaat vo analizata. Taka na primer, postoi baza 
vo prostorite [ ]( )nkC 1,0  , a vo disk algebrata  

( ) ( ){: :A D f C D f= ∈  e holomorfna na }D  

za koja{to dolgo vreme se baralo baza, Bo~karev konstruiral edna vo 
1974.  
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 I.4      Monotoni i strogo monotoni bazi. Bazi~ni nizi 
     
 
 
 

idovme deka za prostor Χ   so baza  ( )nx  prirodnite proekcii nP  se 

ograni~eni i n
n

Psup  postoi i e kone~en broj, koj{to se narekuva 

bazi~na konstanta za bazata ( )nx .  

 
Zabele`uvame deka poradi 1≥nP n∀ ∈  bazi~nite konstanti se sekoga{ 

pogolemi ili ednakvi na 1. 
  
 
Definicija I.4.1 Bazata ( )nx  vo prostorot Χ  se narekuva monotona ako 
nejzinata bazi~na konstanta Κ  e 1. 
 
Zna~i, so gornata zabele{ka ( )nx  e monotona ako i samo ako sekoja prirodna 

proekcija nP  ima norma 1 t.e. 1=nP  n∀ ∈  

 
Primer. Vo oc  i pl , ∞<≤ p1  standardnata baza ( )ne od edine~ni vektori e 

monotona. Jasno, xxPn ≤  i za h : = (1,0,0,... ), 1=xPn  

 
Mora da bide naglaseno deka bazi~nata konstanta Κ  na ( )nx  zavisi od 
normata  || . ||  vo prostorot Χ . No Χ  sekoga{ mo`e da se renormira so 
ekvivalentna norma ||| . |||  vo odnos na koja{to ( )nx  stanuva monotona baza.  
 
Teorema I.4.2  Ako ( )nx  e baza vo Banahov prostor ( ),|| . ||X , toga{ postoi 

ekvivalentna norma |||.|||  vo odnos na koja{to bazata ( )nx  e monotona. 
 
Dokaz.  Normata ||| . |||  go pravi baranoto. Jasno e deka ||| ||| 1nP ≥  i u{te 

1
||| ||| sup sup ||| |||n i n

i n n
P x Px P x x x X

≤ ≤
= ≤ = ∀ ∈  t.e.  ||| ||| 1nP x n≤ ∀ ∈  , od kade 

||| ||| 1nP = ,  pa ||| . |||  e monotona norma za ( )nx .               
 
Zabele{ka: Vo Hilbertoviot prostor Η  sekoja ortogonalna niza ( )ne  e 

monotona bazi~na niza poradi   

V
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2 21 1
2 2

1 1 1 1

n n n n

i i i i i i
i i i i

a e a a a e
+ +

= = = =

= ≤ =∑ ∑ ∑ ∑  

 
 
Dali sekoj Banahov prostor so baza poseduva monotona baza? Ne. 
 
Imeto “monotona” za baza so bazi~na konstanta 1 bilo dadeno od Malon Dej 
vo 1958, dodeka postaroto ime bilo ortogonalni bazi, koristeno za prv pat 
od Kozlov i Xems vo 1950 odnosno 1951. Monotonite bazi svoeto ime go 
dobile poradi ekvivalentnosta na ( )i  i ( )ii  vo slednata  
 
Teorema I.4.3 Neka ( )nx  e baza za Banahoviot prostor Χ . Toga{ se 
ekvivalentni. 
  ( )i  Bazata ( )nx  e monotona  

 ( )ii  ∑∑
+

==

≤
1

11

n

i
ii

n

i
ii xaxa n∀ ∈ , ia∀ ∈F ,  1,..., 1i n= +  

Dokaz.  • ( )i ⇒ ( )ii  : Od monotonosta na ( )nx  imame deka 1=nP , pa xxPn ≤  

n∀ ∈ . No toga{ za 
1

1
:

n

i i
i

x a x
+

=

= ∑ ,   
1

1 1

n n

n i i i i
i i

P x a x x a x
+

= =

= ≤ =∑ ∑  

•• ( )ii ⇒ ( )i : Da poka`eme deka 1=nP  n∀ ∈ . Za Xx∈  proizvolno, 

∑
∞

=

=
1i

ii xax , imame  1 2 ...n n nP x P x P x+ +≤ ≤ ≤   t.e. xPxP mn ≤      ∀  m n>  ,  pa od 

xPn x→  se dobiva deka xPn ≤ x  , t.e. 1≤nP , od kade {to sleduva deka 

1=nP , n∀ ∈ , t.e. bazata e monotona.                

 
Slednata definicija e motivirana od prethodnata Teorema I.4.3 
 
Definicija I.4.4 (Krejn, Krasnoselskij, Milman, 1948)  Baza  za Banahov 

prostor se narekuva strogo monotona  ako ∑∑
+

==

<
1

11

n

i
ii

n

i
ii xaxa   n∀ ∈ ,   

ia∀ ∈F , 01 ≠+na . 
 
Na primer, ( )ne  vo pl , ∞<≤ p1  e strogo monotona,  dodeka ( )ne  vo oc  e 
monotona, no ne e strogo monotona baza.  

Jasno e deka e neophodno eden prostor da bide separabilen za da 
poseduva baza. Faktot deka voobi~aenite separabilni prostori imaat baza, 
go navel Banah da go postavi problemot na baza vo 1932; dali separabilen 
Banahov prostor poseduva baza? (vidi [3] str. 111) 
Ovoj problem dolgo vreme ostanal otvoren i bil re{en negativno od 
{vedskiot matemati~ar Per Enflo vo 1973 (vidi [6]).  
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Definicija I.4.5 Nizata ( )nx  vo Banahoviot prostor H se narekuva bazi~na 

niza ako taa e [auderova baza za { }:nclin x n∈ . 

 
Sega da go razgledame poednostavnoto pra{awe: dali sekoj beskone~no 

dimenzionalen Banahov prostor sodr`i bazi~na niza? Odnosno dali sekoj  
beskone~no dimenzionalen Banahov prostor sodr`i beskone~no 
dimenzionalen potprostor koj{to ima baza. Odgovorot e pozitiveni.  
Dokazot {to }e go dademe e posledica na edna lema na Mazur. Se 
pretpostavuva deka Banah go imal ovoj metod na um koga tvrdel deka ima 
dokaz. Su{tinata vo dokazot na Lemata na Mazur e vo slednata zabele{ka.  
Za beskone~no dimenzionalen Banahov prostor H i kone~en broj 
funkcionali na Χ , *

1,..., nf f X∈  postoi 0≠x   t.{. ( ) 0=xfi   1,...,i n∀ = . So 
drugi zborovi, presekot na jadrata na kone~en broj funkcionali na 
beskone~no dimenzionalen prostor ne mo`e da bide trivijalen. Da go 
poka`eme toa. Definirame preslikuvawe : nF X → F  so 

( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., nx f x f x f x  koe{to e linearno poradi linearnosta na 

preslikuvawata if . Ako h=0 e edinstvenata to~ka t.{. ( ) 0F x = , toga{ F  e 

injekcija vo kone~no dimenzionalniot nF , pa zna~i deka i H e kone~no 
dimenzionalen. Toa e kontradikcija so pretpostavkata deka H e beskone~no 
dimenzionalen. Zna~i mora da postoi 0x ≠  t.{. ( ) 0F x =  odnosno ( ) 0=xfi .                              

      
Lema I.4.6  (Mazur, 1932). Neka Χ  e beskone~no dimenzionalen, Χ⊂U  e 
kone~no dimenzionalen potprostor i 0>ε  proizvolno. Toga{ postoi 

1=x , takvo {to 

( ) xuu λε ++≤ 1    u U∀ ∈ ,  λ∀ ∈F  

Dokaz.  Dovolno e Lemata da se doka`e za site u U∈  so 1=u . US  e 

kompaktna, pa postojat 1,..., n Uu u S∈   t.{.    Uu S∀ ∈    iu∃   
2
ε

<− iuu                         

So Han-Banah dobivame deka 
   ∃  ( )*, 1i i if f u∈Χ =         i      1=if     1,...,i n∀ =                                              

i od napravenata zabele{ka  
∃  1=x ,  ( ) 0=xfi       1,...,i n∀ =                                                                         

Toga{, za proizvolno   Uu S∈ , se odbira iu  t.{. 
2
ε

<− iuu  ,  pa  

( ) ( ) ( )
εε

εελλλλ
+

=
+

≥−=−+≥−−+≥++−=+
11

1
2

1
2

u
xufuuxuxuuuxu iiiiii

od kade{to sleduva ( ) xuu λε ++≤ 1                 
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Teorema I.4.7  Sekoj beskone~no dimenzionalen Banahov prostor sodr`i 
bazi~na niza. 
 
Dokaz.  Od Lemata na Mazur I.4.6, za proizvolna niza ( )nε  od pozitivni 

broevi 0>nε , mo`e induktivno da se definira niza ( )nx  t.{. 1=nx  i 

( ) 11 +++≤ nn xxx λε  { }1,..., nx lin x x∀ ∈  

Za dadeno ,0>ε   ( )nε   mo`e da se odbere t.{. ( ) εε +≤+∏
∞

=

11
1n

n . Neka 

( )∏
∞

=

+=Κ
1

1:
n

nε . Toga{ ∑∑
==

Κ≤
m

i
ii

n

i
ii xaxa

11
   nm >∀      1,..., na a∀ ∈F ,   {to zna~i 

deka nizata ( )nx  e bazi~na (spored Teorema I.1.13)                   
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Glava II 
 
 

Primena na teorijata na bazi vo 
funkcionalnata analiza 
 
 
 
 
 
II.1  Bazi i dualnost 
 
 
 

ako primena na bazite, vo ovoj paragraf }e dademe 
karakterizacija na refleksivnite prostori koi{to sodr`at baza. 
]e vidime deka prostorot e refleksiven ako i samo ako bazata 

ima dve svojstva. Site izneseni rezultati se na Robert Xems od 1950 (vidi 
[10]). Za potsetuvawe  
 
Definicija II.1.1 Za normiraniot prostor H velime deka e refleksiven 

ako kanoni~noto preslikuvawe **:i X X→  definirano so  ( )i x x
∧

=   

kade{to  *( ) ( )x f f x f X
∧

= ∀ ∈   e surjektivno. 
 

Kako posledica na Teorema I.1.13, se dobiva deka edna niza ( )nx  e 

bazi~na ako i samo ako 0nx n≠ ∀ ∈ , i 
1 2

1 2
1 1

0 || || || ||
m m

n n n n i
n n

M a x M a x m m a
= =

∃ ≥ ≤ ∀ ≤ ∀ ∈∑ ∑ F  

 
 
 
Neka ( )nP  se prirodnite proekcii pridru`eni na bazata ( )nx  i ( )*

nP  se 

nivnite adjungirani operatori. Vedna{ zabele`uvame deka ( )* * *
n k kP x x=  za 

k n≤  i ( )* * 0n kP x =  za k n> . Zatoa za sekoj izbor na skalari ( )ia  i n m< , 

imame * * *

1 1

m n

n i i i i
i i

P a x a x
= =

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ . Povtorno od kriteriumot za baza, t.e. od 

Teorema I.1.13, ja dobivame 
 
 
 

K
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Teorema II.1.2 Ako ( )nx  e [auderova baza vo Banahoviot prostor H, 

toga{ *( )nx  e bazi~na niza vo *X  
 
Dokaz.  

* * * * * *

1 1 1 1

n m m m

i i n i i n i i i i
i i i i

a x P a x P a x K a x
= = = =

⎛ ⎞
= ≤ ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑  

ia∀ ∈F 1,..,i m m n= ∀ >          
 
Poradi *

n nP P=  zabele`uvame deka bazi~nata konstanta na *( )nx  e 

identi~na so taa na ( )nx . Banah pak, zabele`al deka ako ( )nx  e baza za H, 

toga{ *( )nx  e baza za slaba*-topologijata na *X . Navistina, od 
1

n n
n

x a x
∞

=

=∑  

sleduva 
1

n n
n

x a x
∞∧ ∧

=

=∑ , pa toga{ * *x X∀ ∈   ( ) ( )* *

1
n n

n
x x a x x

∞∧ ∧

=

=∑  od kade{to 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * *

1 1 1
n n n n n n

n n n
x x x x a x x a x x x x x x

∞ ∞ ∞∧ ∧

= = =

= = = =∑ ∑ ∑   x X∀ ∈ , pa zatoa 

( )* * *

1
n n

n
x x x x

∞

=

=∑ . Op{to, ovoj razvoj ne konvergira vo normata. Imame 

konvergencija vo norma za sekoe * *x X∈  ako i samo ako nizata *( )nx  e baza 

vo *X , t.e. ako i samo ako { }* *:nclin x n X∈ = . Zna~i nu`no e *X  da e 

separabilen. Spored toa za 1X l=  ili za [ ]0,1X C= ova ne mo`e da se 

slu~i za nitu edna baza. ]e poka`eme deka ova e sekoga{ slu~aj koga H e 
refleksiven. Prethodno zabele`uvame deka dovolen uslov za ( )nx  da e 

fundamentalna niza, t.e. { }:nclin x n X∈ =  e 0f =  da e edinstveniot 

funkcional koi{to gi anulira site nx , odnosno 

( ) 0 0nf x n f= ∀ ∈ ⇒ = . Toa lesno sleduva od Han-Banah. 

 
Teorema II.1.3 Ako H e refleksiven prostor so baza ( )nx , toga{ *( )nx  e 

baza vo *X . 
 

Dokaz 1. Neka **F X∈  e t.{. ( )* 0nF x n= ∀ ∈ . H e refleksiven pa F a
∧

=  za 

nekoe a X∈ . Toga{ ( ) ( ) ( )* * * 0n n nx a a x F x n
∧

= = = ∀ ∈ , od kade{to dobivame 

deka 0a = , pa toga{ i 0F a
∧

= = . Od gornata zabele{ka { }* *:nclin x n X∈ = , 

pa *( )nx  e baza vo *X . 

Dokaz 2.  H e refleksiven ako i samo ako slaba*-topologijata na *X  i 
slabata topologija na *X  se sovpa|aat. Bidej}i *( )nx  e baza vo slaba*-

topologijata na *X , va`i  
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{ } { } { }
*

* * * *: : :
w w

n n nX lin x n lin x n lin x n= ∈ = ∈ = ∈  

{to zna~i deka *( )nx  e baza vo *X . Zabele`uvame deka poslednoto 
ravenstvo e posledica na dobro poznatata Teorema na Mazur, spored koja 
slabo zatvorenite konveksni mno`estva se zatvoreni mno`estva (vidi 
[19], str.108). 
 Primetuvame deka uslovot H da e refleksiven e dovolen uslov za 

*( )nx  da bide baza vo *X , no ne e potreben. Taka na primer, za 

nerefleksivniot 0c , ( )*
ne  e baza vo 1 *

0l c= . Bazite ( )nx  takvi {to i *( )nx  e 

baza vo *X  zaslu`uvaat da dobijat posebno ime. 
 
Definicija II.1.4 Neka H e prostor so baza ( )nx . Ako nizata od 

koordinatni funkcionali *( )nx  e baza vo *X , toga{ ( )nx  se vika 
stesnuva~ka baza.   
 

Podocna }e stane jasno kako ovie bazi go dobile svoeto ime. Od 
ve}e izlo`enoto, ( )ne  e stesnuva~ka baza vo 0c  i ne e stesnuva~ka baza vo 

1l  (vsu{nost vo 1l  nitu edna baza ne e stesnuva~ka za{to negoviot dual e 
neseparabilen). Isto, i [ ]1 0,1L  nema stesnuva~ki bazi. 

 Sepak, bazata ( )ne  vo 1l  ima edno svojstvo koe{to go nema vo 0c . 

Neka 
1

n n
n

a e
∞

=
∑  e proizvolen ograni~en red vo 1l , t.e. 

1

sup
n

i i
n i

a e
=

< ∞∑ . 

Toga{
1 1

n n

i i i
i i

a e a
= =

= < ∞∑ ∑ , {to zna~i deka redot konvergira apsolutno, pa 

toga{ konvergira i vo norma. Vo 0c ,  
1

n
n

e
∞

=
∑  e ograni~en red za{to 

1

1
n

i
i

e n
=

= ∀ ∈∑ , no 
1

n
n

e
∞

=
∑  ne konvergira. Zna~i,  ( )ne  vo 0c   ne e 

ograni~eno potpolna baza.  [ ]1 0,1L  povtorno lo{o se odnesuva i voop{to 

nema ograni~eno potpolni bazi, fakt koj{to sleduva od Teoremata na 
Gelfand i Teorema III.2.8 - za ovie rezultati }e zboruvame vo Glava III.   
Ovie razgleduvawa nè motiviraat da ja dademe 
 
 
Definicija II.1.5  Neka H e prostor so baza ( )nx . Ako sekoj ograni~en red 

1
n n

n
a x

∞

=
∑  vo H konvergira, toga{ ( )nx  se vika ograni~eno potpolna baza. 

 
Refleksivnosta e edno mnogu fino svojstvo i }e vidime deka taa 
povtorno e dovolna za edna baza ( )nx  da bide ograni~eno potpolna. No ne 

e potrebna-primer e nerefleksivniot  1l  so ograni~eno potpolna baza 
( )ne  . Slednata Lema e centralna za narednite rezultati.  
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Lema II.1.6 Neka ( )nx  e baza vo Banahov prostor H. Toga{ redot 
1

n n
n

a x
∞

=
∑  e 

ograni~en vo H ako i samo ako postoi **F X∈  takvo {to 
*( )n nF x a n= ∀ ∈ .      

 

Dokaz. Neka **F X∈  e proizvolno. Da poka`eme deka *

1
( )n n

n
F x x

∞

=
∑  e 

ograni~en red. Spored UBP  za ograni~enosta na *

1
( )n n

n
F x x

∞

=
∑  dovolno e 

*

1
( ) ( )n n

n
F x f x

∞

=
∑  da bide ograni~en za sekoj *f X∈ , od kade poradi 

linearnosta i neprekinatosta na F , dovolno e *

1
( )n n

n
f x x

∞

=
∑  da bide 

ograni~en. Povtorno poradi UBP , za posledniot red da bide ograni~en, 

dovolno e *

1
( ) ( )n n

n
f x x a

∞

=
∑  da bide ograni~en za sekoj a X∈ , a poradi 

linearnosta i neprekinatosta na f , dovolno e *

1
( )n n

n
x a x

∞

=
∑  da e ograni~en. 

No ( )nx  e baza i posledniot red konvergira kon a , pa e ograni~en.   

Sega obratno, neka 
1

n n
n

a x
∞

=
∑  e ograni~en red. *

nx  se linearno neza-

visni, pa postoi linearen funkcional F  definiran na { }* :nlin x n∈  

t.{. *( )n nF x a= . U{te pove}e, toj e neprekinat na { }* :nlin x n∈ . Navistina, 

od *

1

m

n n
n

f t x
=

=∑ , sleduva ( )
1 1

m m

n n n n
n n

F f t a f a x M f
= =

⎛ ⎞
= = ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ , kade 

1
sup

N

N k k
k

M a x
=

= < ∞∑  po pretpostavka. Od Teoremata na Han-Banah, F  

mo`e da se pro{iri t.{. da bide definiran i neprekinat na celiot *X .   
 
 

Teorema II.1.7  Neka H e refleksiven prostor so baza ( )nx . Toga{ ( )nx  e 
ograni~eno potpolna baza. 
 

Dokaz. Neka 
1

n n
n

a x
∞

=
∑  e ograni~en red. Da poka`eme deka konvergira. Od 

Lema II.1.6  postoi **F X∈ , t.{. *( )n nF x a= , a poradi refleksivnosta na H, 

F a
∧

= . Dobivame ( ) ( )n n na a x x a
∧

∗ ∗= = . No toga{ ( )
1 1

n n n n
n n

a x x a x a
∞ ∞

∗

= =

= =∑ ∑ , t.e. 

redot konvergira .               
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Mo`eme li da najdeme prostor H so baza ( )nx  koja{to }e bide i 
stesnuva~ka i ograni~eno potpolna, a H da ne bide refleksiven? Takvo 
ne{to ne e mo`no. Toa e fundamentalnata karakterizacija na 
refleksivnite prostori so baza na Xems od 1950. 
 
Teorema II.1.8  Neka H e Banahov prostor so baza ( )nx . Toga{ H e 

refleksiven ako i samo ako  ( )nx e stesnuva~ka i ograni~eno potpolna.  

Dokaz 1. •  ⇒ : Toa se Teorema II.1.3 i Teorema II.1.7. 
• ⇐ (Uslovot e dovolen)  Neka ( )nx e stesnuva~ka i ograni~eno 

potpolna baza vo H. Da poka`eme deka H e refleksiven. Pa neka **F X∈  

e proizvolen. Od Lema II.1.6 ( )
1

n n
n

F x x
∞

∗

=
∑  e ograni~en, pa po pretpostavka 

konvergira. Neka  ( )
1

n n
n

a F x x
∞

∗

=

= ∑ . ]e poka`eme deka F a
∧

= . Za f X ∗∈  

proizvolno 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) *

1 1
n n n n

n n

a f f a f F x x F f x x F f f X
∞ ∞∧

∗ ∗

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = = ∀ ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ , 

bidej}i *
nx  e baza vo X ∗ . Zna~i F a

∧

= , pa prostorot e refleksiven. 
  
Dokaz 2. Se temeli na dlabokata Teorema I.0.10 za karakterizacija na 
refleksivni prostori preku nizi. Vo dokazot se koristi u{te i  
rezultatot deka ako nizata ( )nx  slabo konvergira kon x  na nekoe gusto 

podmno`estvo *D X⊂ , toga{ ( )nx  slabo konvergira kon x . Neka ( )ky  e 

ograni~ena niza vo H i b.o.n.o. (bez ograni~uvawe na op{tosta) neka 
1ky = . Treba da poka`eme deka ( )ky   ima slabo konvergentna podniza. So 

dijagonalniot argument mo`e da se dobie podniza ( )k my  t.{. postoi 

( )*: limn n k mm
a x y n= ∀ ∈ . ]e poka`eme deka redot  

1
n n

n
a x

∞

=
∑  e ograni~en red . 

1
lim

n

i i n k mmi
a x P y

=

=∑  , pa zatoa 
1

sup sup
n

i i n
n ni

a x P K
=

≤ =∑ . Pod pretpostavka, 

redot konvergira, t.e. 
1

n n
n

y a x
∞

=

=∑ . Toga{ ( ) ( )* *limn n k nmm
a x y x y n= = ∀ ∈  i 

pak pod pretpostavka { }* * :nX lin x n= ∈ . Od gornata zabele{ka ( )k my  

slabo konvergira kon y . Zna~i, dobivme slabo konvergentna podniza od 

proizvolnata ograni~ena niza ( )ky . Od Teoremata I.0.10  H e refleksiven.
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II.2  Prostorot na Xems 
 
 

a refleksivnite prostori H kanoni~noto preslikuvawe 
**:i X X→  definirano so  ( )i x x

∧

=   kade{to  *( ) ( )x f f x f X
∧

= ∀ ∈   e 

surjektivno i u{te e izometrija, x x
∧

= , pa jasno e deka bidualot 

**X  na refleksiven prostor H e izometri~ki izomorfen so **X , **X X≅ . 
Duri Banah pretpostavuval deka obratnoto e isto taka to~no: ako 

**X X≅ , toga{ H e refleksiven, t.e. i  e surjekcija. Druga srodna hipoteza 
na Banah bila deka ako  **X   e separabilen, toga{ H e refleksiven. Ovie 
dve pretpostavki na Banah se odr`ale prili~no dolgo vreme- se do 1951 
koga Robert Xems gi pobil so svojata  rabota (vidi [11]). Toj go dal prviot 
protivprimer- separabilen prostor H izometri~ki izomorfen so **X  
koj{to ne e refleksiven. Kako {to zaslu`uva, prostorot go dobil imeto 
“prostor na Xems”. Toj e prviot neklasi~en prostor vo funkcionalnata 
analiza. So nego Xems izvr{il Kopernikova revolucija. Prethodno se se 
vrtelo okolu refleksivnosta i na nekoj na~in refleksivnosta bila 
centar na se. Xems poka`al deka ne e taka. 
 Da go pretstavime sega ovoj prostor i da gi poka`eme negovite 
svojstva. Zapo~nuvame so 0c . Za ( ) 0nx x c= ∈ , definirame  

[ ]
1 1

1

1
1 22 2

... 1

: sup 0,
k k r

r

r

n n n nJ
n n k

r

x x x x x
+

−

< < =
∈

⎛ ⎞
= − + − ∈ ∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

kade{to supremumot se zema po site raste~ki podnizi od prirodni 
broevi so dol`ina ,r r∈ . 
Go razgleduvame sega  

{ }0: :
J

J x c x= ∈ < ∞  

Jasno e deka ( ),
J

J  e normiran prostor. 
J J J

x y x y+ ≤ +  sleduva od 

Ko{i-[varc. 
 Sledno ne{to e da poka`eme deka ( ),

J
J  e Banahov prostor.  Za 

toa }e morame da razgleduvame nizi od elementite na J, odnosno nizi od 
nizi. Se ~ini deka upotrebata na dvojni indeksi kako vo site standardni 
dokazi e neizbe`na. Sepak, }e mo`eme da gi izbegneme ako vovedeme edna 
nova oznaka. Za raste~ka niza od r  prirodni broevi 1 2 ... rn n n< < < , neka 

1 1
1

1
1 22 2

... 1

: sup
k k r

r

r
r

n n n nJ
n n k

x x x x x
+

−

< < =

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

Jasno e deka so Ko{i-[varc va`i 
J J J

x y x y+ ≤ +  

Z
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Teorema II.2.1  Prostorot na Xems ( ),
J

J  e Banahov prostor. 

 
Dokaz. Neka ( )nx  e Ko{ieva niza vo J. Na sledniot na~in }e poka`eme 

deka konvergira: za ( )
1

n n
k k

x x
∞

=
=  poka`uvame deka postoi 

lim :n
k kn

x x k= ∀ ∈ ,  i deka za ( ): kx x=   0n

J
x x− →  (Ova e edinstvenoto 

mesto kaj{to upotrebuvame dvojni indeksi). 
 Najprvo za dadeno 0ε >  odbirame priroden broj N  t.{. 

,n m

J
x x n m Nε− < ∀ ≥  

No toga{ za fiksno k = 1,2,....  
,n m n m

k k J
x x x x n m Nε− ≤ − < ∀ ≥  

{to zna~i deka ( )
1

n
k k

x
∞

=
 e Ko{ieva skalarna niza, pa konvergira. Zna~i 

postoi lim :n
k kn

x x k= ∀ ∈ . Neka ( ): kx x= . Sega }e poka`eme deka   

0n

J
x x− → . Neka r∈   e proizvolno i neka 1 2 ... rn n n< < <  e isto taka 

prizvolna raste~ka niza od to~no r  prirodni broevi. Poradi lim
i i

n
n nn

x x= , 

postoi ( )0 0 ,m m rε=  t.{. 

0
rm

J
x x ε− <  

B.o.n.o. smee 0m N≥  da bide pretpostaveno, pa zna~i za site n N≥  va`i 

0 0 0 2
r rr m m mn n n

J J J J
x x x x x x x x n Nε ε− ≤ − + − ≤ − + < ∀ ≥  

Zna~i, za proizvolno r∈ , od edna strana se dobiva deka  

2 :
r rr N N N

J J J J
x x x x x Mε≤ − + < + = < ∞  

t.e. x J∈ , a od druga strana od 2n

J
x x n Nε− ≤ ∀ ≥ 2

rn

J
x x n Nε− < ∀ ≥ ,  

ako se zeme supremum po site r∈ , se dobiva 2n

J
x x n Nε− ≤ ∀ ≥ , 

odnosno 0n

J
x x− →  i dokazot e zavr{en.        

  
 
  
 
 

 
Sledno ne{to e da poka`eme deka prostorot na Xems ne e 

refleksiven i za taa cel go koristime Kriteriumot na Xems za 
refleksivnost preku bazi, t.e. Teorema II.1.8. No najprvo da poka`eme 
deka prostorot na Xems e prostor so baza.  
 
 
 



II.2  Prostorot na Xems                                                                                                                    39 

Teorema II.2.2 Nizata ( )ne  od standardni edini~ni vektori e baza vo 

prostorot na Xems ( ),
J

J  koja{to ne e ograni~eno potpolna.  

 
Dokaz. Neka ( )nx x J= ∈  e proizvolno. ]e poka`eme deka  

( )1 2
1

0,...,0, , ,... 0
n

k k n n J
k J

x x e x x+ +
=

− = →∑ . Neka 0ε >  i r∈  se proizvolni.  

( ) 0nx c∈ , odnosno 0nx → . Zatoa postoi N ∈  t.{. 

2nx n N
r

ε
< ∀ ≥ , pa toga{ ,n mx x n m N

r
ε

− < ∀ ≥ . 

Toga{ za proizvolna raste~ka niza 1 2 ... rn n n< < <  so 1n N≥ , va`i 

1 1

1
1 22 2

1
k k r

r

n n n n
k

x x x x ε
+

−

=

⎛ ⎞− + − <⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

pa zatoa n N∀ ≥  }e va`i 
1

rN

k k
k J

x x e ε
=

− ≤∑  , {to zna~i deka  

1

0 ,
n

k k
k J

x x e n
=

− → →∞∑  

pa ( )ne  e baza za ( ),
J

J . 

( )
1

1,...,1,0,... 2
n

k J
k J

e n
=

= = ∀ ∈∑ , no 
1

n
n

e
∞

=
∑  ne konvergira od kade{to 

dobivame deka ( )ne  ne e ograni~eno potpolna baza za ( ),
J

J        
 
 
Teorema 2.3 Prostorot na Xems ( ),

J
J  e separabilen nerefleksiven 

prostor. 
 
Dokaz. ( ),

J
J  ima baza ( )ne , no taa ne e ograni~eno potpolna baza, pa od 

Kriteriumot na Xems, Teorema II.1.8, ( ),
J

J  ne e refleksiven.            

 
 
  
 

Ni ostana da poka`eme deka iako ( ) **i J J  t.e. J e nerefleksiven, 

sepak va`i **J J≅ . Za toa }e ni treba opis na bidualot **X  na prostor H 
koj{to ima stesnuva~ka baza. ]e se ispostavi deka bazata na J e 
stesnuva~ka. Vo prethodniot paragraf stesnuva~kite bazi gi 
definiravme na malku poinakov na~in od standardniot. Sega }e stane 
jasno (toa e standardnata definicija) zo{to se vikaat “stesnuva~ki”. 
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Teorema II.2.4   Neka ( )nx  e baza vo Banahoviot prostor H. Toga{ se 

ekvivalentni 
 ( )i   ( )nx  e stesnuva~ka baza 

 ( )ii  * * *lim 0
mm

x x X= ∀ ∈  ,  kade{to *

m
x  e norma na 

restrikcijata na *x  na { }:nclin x n m>  

(zatoa imeto stesnuva~ka (shrinking) baza )  
 
 

Dokaz. ( ) ( )i ii• ⇒ :  Neka * * *

1
n n

n
x b x X

∞

=

= ∈∑  e proizvolno. Toga{ 

* * *

1 1

0i i i im
i m i mm

x b x b x
∞ ∞

= + = +

= ≤ →∑ ∑  

odnosno va`i ( )ii  

( ) ( )ii i• ⇒ :  Neka * * *lim 0
mm

x x X= ∀ ∈ .  Treba da poka`eme deka ( )*
nx  e 

baza vo *X , odnosno deka { }* * :nX clin x n= ∈ . Neka K e bazi~nata 

konstanta na ( )nx .  Za proizvolno 
1

n n
n

x a x X
∞

=

= ∈∑  , va`i 

( )
1 1

1
n

i i i i
i n i

a x x a x K x
∞

= + =

≤ + ≤ +∑ ∑  

pa toga{ za proizvolno * *x X∈  imame 

( ) ( ) ( )* * * * *

1 1
1

n

i i i i n
i i n

x x x x x x a x x K x
∞

= = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = ≤ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑  

od kade{to  

( ) ( )* * * *

1

1 0
n

i i n
i

x x x x x K
=

− ≤ + →∑  

{to zna~i deka { }* * :nx clin x n∈ ∈ , t.e. ( )nx  e stesnuva~ka baza.   

 
Teorema II.2.5 Bazata ( )ne  na ( ),

J
J  e stesnuva~ka. 

Dokaz. Da pretpostavime deka ne e. Toga{ za nekoe * *x X∈ , 0ε >  i nekoja 
normalizirana blok baza ( )ku  na ( )ne  bi imale ( )*

kx u kε≥ ∀ ∈ . Sega, 

koristej}i ja ekvivalentnata norma ||| . |||J  na || . ||J , definirana so 

1
1

1
1 22

... 1

||| ||| : sup
k k

r

r

J n n
n n k

x x x
+

−

< < =

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

se poka`uva deka redot 
1

k

k

u
k

∞

=
∑  konvergira kon nekoe u J∈ . No toga{ 

( ) ( )*
*

1 1

1k

k k

x u
x u

k k
ε

∞ ∞

= =

= ≥ → ∞∑ ∑  
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a toa e kontradikcija. Da gi dademe sega detalite na dokazot. O~igledno e 

deka  redot 
1

k

k

u
k

∞

=
∑   konvergira kon nekoe 0u c∈ . ]e poka`eme u{te pove}e, 

imeno deka u J∈ . Zna~i 
1

k

k

uu
k

∞

=

=∑ ,  pri {to 
1 1

k

k

n

k i i
i n

u b e
−= +

= ∑ . Stavame  0 : 0n = , 

k=1,2,... Vedna{ da napravime dve zabele{ki. Prvata e deka 
||| ||| ,k i ju b b i j≥ − ∀  t.{. 1 1 ,k kn i j n− + ≤ ≤ , a vtorata deka 1ib i≤ ∀ ∈  {to 

sleduva od ||| ||| 1k Ju = . Neka 
1

k k
k

u a e
∞

=

=∑  t.e. ( )1 2 3, , ,...u a a a= . Toga{ poradi  

11 1 1 1

1 k

k

n
k

i i k k
k k i n k

uu b e a e
k k

−

∞ ∞ ∞

= = = + =

= = =∑ ∑ ∑ ∑ , 

dobivame deka 1
1 , 1,..., ; 1, 2,...i i k ka b i n n k
k −= = + =  t.e. toa e formata na 

~lenovite ia  koi{to pripa|aat na edno isto blok~e /ku k . Ja 

razgleduvame sega sumata 
1

1 2

1
k k

r

n n
k

a a
+

−

=

−∑ . ]e poka`eme deka za proizvolno 

r∈  i proizvolna raste~ka niza 1 2 ... rn n n< < <  taa e kone~na, od kade{to 

}e sleduva deka navistina u J∈ . Sumata 
1

1 2

1
k k

r

n n
k

a a
+

−

=

−∑  mo`e da se razdeli 

na dve sumi, 
( ) ( )

1

1 1

1 2

1 , , / , /( )
/

| ... | | ... |
k k

n n n n n mk k k
n nk

a br

n n
k k a a u n k a u n m

a u n

a a
+

++ +

−

= ∈ ∈ +
∈

− = +∑ ∑ ∑  

Vo prvata suma ( )a  se sumira po onie ~lenovi 
1

2

k kn na a
+
−   za koi{to i 

1kna
+

 

i 
kna  pripa|aat na edno isto blok~e /nu n , a vo vtorata suma ( )b  se sumira 

po onie ~lenovi 
1

2

k kn na a
+
−   za koi{to 

1kna
+

 i 
kna   pripa|aat na razli~ni 

blok~iwa ( )/n mu n m+ +   i /nu n . 

Ostanuva u{te da se ocenat dvete sumi i da se poka`e deka ne mo`e da 
bidat beskone~ni od kade{to }e sleduva tvrdeweto u J∈ . Vo slu~ajot pod 

( )a  imame 
1

2 22

2 2

||| ||| 1
k k

i j n
n n

b b ua a
n n n+

−
− = ≤ ≤  pri {to prvoto neravenstvoto 

e gore napravenata prva zabele{ka. Spored toa,  sumata pod ( )a  e 

ograni~ena so konvergentniot red 2
1

1
n n

∞

=
∑ .  Vo slu~ajot pod ( )b  imame 

1

2 2
2 1 1

k k

ji
n n

bba a
n m n n m n+

⎛ ⎞− = − ≤ +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 pri {to neravenstvoto sleduva od 

vtorata zabele{ka. Spored toa,  sumata pod ( )b  e ograni~ena so 
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konvergentniot red 
2

2
1 1

1 1 14
1n nn n n

∞ ∞

= =

⎛ ⎞+ ≤⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑ ∑ . Vo sekoj slu~aj za celata suma 

1

1 2

1
k k

r

n n
k

a a
+

−

=

−∑   va`i 
1

1 2

2 2 2
1 1 1 1

1 1 14 5
k k

r

n n
k n n n

a a
n n n+

− ∞ ∞ ∞

= = = =

− ≤ + =∑ ∑ ∑ ∑ , pa zna~i 

1
2

2
1

1||| ||| 5J
n

u
n

∞

=

⎛ ⎞≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  odnosno u J∈  i so toa dokazot e zavr{en.       

 
Da ja dademe sega karakterizacijata na bidualniot prostor na 

prostor so stesnuva~ka baza. 
 
 
Teorema II.2.6 Neka ( )ne  e stesnuva~ka baza za H. Toga{ 

korespondencijata ( )( )** ** *
nx x e↔  e algebarski izomorfizam na **X  so 

prostorot  ( )
1

: sup
n

n i i
n i

a a e
=

⎧ ⎫
< ∞⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ . Ako ( )ne  e monotona baza, toga{  

( )** ** *

1

lim
n

i in i

x x e e
=

= ∑  

 
Dokaz. Nema zaguba na op{tosta ako pretpostavime deka ( )ne  e monotona 

baza. Vo toj slu~aj limesot ( )** *

1

lim
n

i in i

x e e
=
∑  postoi. ]e poka`eme deka 

linearnoto preslikuvawe definirano so ( )( )** ** *
nx x e→  e injekcija. 

Pod pretpostavka ( )*
ne  e baza za *X , pa sekoe ** **x X∈  e potpolno 

opredeleno so svoite vrednosti na ( )*
ne . Toa zna~i deka ako  

( )( ) ( )( )** * ** *
n nx e y e= ,  toga{ ** **x y= , t.e. ( )( )** ** *

nx x e→  e injekcija. 

Neka sega ** **x X∈  i * * *

1
n n

n
x a e X

∞

=

= ∈∑  se proizvolni. Toga{ 

( ) ( ) ( )** * ** * * ** *

1 1
lim lim

n n

i i i in ni i
x x x e a x x e e

= =

⎛ ⎞
= = ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ( )* ** *

1

lim
n

i in i

x x e e
=
∑  , pa 

( )** ** *

1

lim
n

i in i

x x e e
=

≤ ∑  

No od Han-Banah, za ( )** *

1

n

i i
i

x e e X
=

∈∑  postoi *
*

X
x B∈  t.{. 

( ) ( )* ** * ** *

1 1

n n

i i i i
i i

x x e e x e e
= =

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  

zatoa limesot se dostignuva, pa va`i  ( )** ** *

1

lim
n

i in i

x x e e
=

= ∑ . 
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Ostanuva da poka`eme u{te deka ( )( )** ** *
nx x e→  e surjekcija. Pa neka ( )na  

e niza t.{. 
1

sup
n

i i
n i

a e M
=

≤∑  . Definirame linearen funkcional **x  so  

( )** * *

1

: lim
n

i in i

x x x a e
=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  

koj{to e dobro definiran poradi toa {to ( )ne  e stesnuva~ka baza. 

Da poka`eme deka e ograni~en. Od ( )** * *x x M x≤  , sleduva deka **x M≤  

t.e. ** **x X∈ . Isto taka od ( )** * *

1

lim
n

i in i

x x x a e
=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑  , sleduva deka ( )** *

n nx e a=  

, pa toga{  ( )( )** ** *
nx x e→ ( )na=  , odnosno preslikuvaweto  

( )( )** ** *
nx x e→  e surjekcija.        

 

 So pomo{ na ova poistovetuvawe na **X  so ( )
1

: sup
n

n i i
n i

a a e
=

⎧ ⎫
< ∞⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

(koga ( )ne  e stesnuva~ka baza vo H), sega sme vo sostojba da ja doka`eme 

glavnata teorema vo ovoj paragraf. 
 
Teorema II.2.7 Prostorot na Xems ( ),

J
J  ne e refleksiven, no e 

izometri~ki izomorfen so svojot bidual **J . 
 
Dokaz. Od Teoremite II.2.5  i II.2.6 dobivame deka 

( )**

1
: sup

n

n i i
n i

J a a e
=

⎧ ⎫
= < ∞⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑  

]e poka`eme deka **J c⊆  ili ekvivalentno, ako ( )na c∉ , toga{ ( ) **
na J∉ . 

Pa ako ne postoi lim nn
a , toga{ postojat 0ε >  i nizi ( )np  i ( )nq  t.{. 

n np qa a nε− ≥ ∀ ∈ . Toga{ 

( )1 1 1 2 1

1
22 2 2

1

...
2

m

m

q

n n p q q p q p
n

ma e a a a a a a ε
=

≥ − + − + + − ≥∑  

pa ( ) **
na J∉ . Zna~i, ako ( ) **

na J∈ , toga{ postoi lim nn
a , pa **J  se opi{uva 

na ist na~in kako J, osven {to se isklu~uva restrikcijata lim 0nn
x =  za 

x J∈ . So drugi zborovi, **J  e linearna obvivka na J i nizata ( )1,1,... , t.e. 
**J ( ){ }0,lin i J e= ,  ( )0 1,1,...e = . Preslikuvaweto **:T J J→  , definirano so 

( ) ( )1 2 1 2, ,... , , ,...x x x x xλ λ λ= − − −  , kade{to : lim nn
xλ =  e jasno izometri~ki 

izomorfizam. Jasno e i deka e surjekcija. Za ( )1 2, ,...x x x J= ∈ ,  
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( ) ( ) **
2 1 3 1 2 3 1 0, ,... , ,...x x x x x x x e J− − = − ∈   i  ( ) ( )2 1 3 1 1 2, ,... , ,...x x x x x x x− − → = . 

Ostanuva da se poka`e deka T e izometrija, odnosno deka **J J
Tx x= . Tuka 

}e ja koristime Teorema II.2.6. Spored nea, normata na elementot ( )nx  vo 

J**, po napravenata identifikacija, e ednakva na supremumot po site 
kone~ni delovi na ( )nx  vo J, t.e. ( ) ( )**1 2 1 2, ,... sup , ,..., ,0,...mJ Jm

x x x x x= . Prvo 

ja presmetuvame 
J

Tx . ( )1 2, , ,...
J J

Tx x xλ λ λ= − − − . Potsetuvame deka  

 

[ ]
1 1

1

1
1 22 2

... 1

: sup 0,
k k r

r

r

n n n nJ
n n k

r

x x x x x
+

−

< < =
∈

⎛ ⎞
= − + − ∈ ∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 
Se razgleduvaat dva slu~ai: dali vo raste~kata podniza indeksi 

1 2 ... rn n n< < < , 1 1n =  ili 1 1n > . Vo prviot slu~aj 

( )
1

1

1
1 222 2

1 2
1 ... 2

, , ,... sup
k k

r

r

m n n lJ n n k
r

x x x x x xλ λ λ
+

−

= < < =
∈

⎛ ⎞
− − − = + − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . Vo vtoriot slu~aj 

( )
1 1

1

1
1 22 2

1 2
... 1

, , ,... sup
k k r

r

r

n n n nJ n n k
r

x x x x x xλ λ λ
+

−

< < =
∈

⎛ ⎞
− − − = − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . Vo sekoj slu~aj,   

 

( )
1

1

1 1
1

1
1 222 2

1 ... 2

1 2 1
1 22 2

... 1

sup

, , ,... max

sup

k k
r

k k r
r

r

m n n l
n n k

r

J J
r

n n n n
n n k

r

x x x x

Tx x x

x x x x

λ λ λ

+

+

−

= < < =
∈

−

< < =
∈

⎧
⎛ ⎞⎪ + − +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪= − − − = ⎨

⎪ ⎛ ⎞⎪ − + −⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠⎩

∑

∑

  (1) 

 
 
 
Da ja presmetame sega **J

x . ( ) ( )** **1 2 1 2, ,... sup , ,..., ,0,...mJ J Jm
x x x x x x= = . Vo 

presmetuvaweto na ( )1 2, ,..., ,0,...m J
x x x  povtorno razgleduvame dva slu~ai: 

dali vo raste~kata podniza indeksi 1 2 ... rn n n< < < , rn m≤  ili rn m> . Vo 

prviot slu~aj ( )
1 1

1

1
1 22 2

1 2
... 1

, ,..., ,0,... sup
k k r

r

r

m n n n nJ n n k

x x x x x x x
+

−

< < =

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , dodeka 

vo vtoriot slu~aj ( )
1 1 1

1

1
2 222 2

1 2
... 1

, ,..., ,0,... sup
r k k

r
r

r

m n n n nJ n n k
n m

x x x x x x x
− +

−

< < =
>

⎛ ⎞
= + + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 

Vo sekoj slu~aj  
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( )
1 1

1

**

1 1 1
1

1
1 22 2

... 1

1 2 1
2 222 2

... 1

sup

sup , ,..., ,0,... max

sup

k k r
r

r k k
r

r

r

n n n n
n n k

mJ Jm r

n n n n
n n k

n m

x x x x

x x x x

x x x x

+

− +

−

< < =

−

< < =
>

⎧
⎛ ⎞⎪ − + −⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪= = ⎨

⎪ ⎛ ⎞⎪ + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎩

∑

∑

       (2) 

 

Kako {to nema razlika pome|u oznakite 
1

n

i
i

a
=
∑  i 

1

n

j
j

a
=
∑ , isto taka, so eden 

ostar pogled se zabele`uva deka nema razlika pome|u (1) i (2). Se raboti 
za eden ist broj vo dva razli~ni zapisi. So toa poka`avme deka 

**J J
Tx x=  i T e izometrija.                    
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Glava III 
 
 

Bezuslovni bazi 
 
 
 
 
III.1 Op{ta teorija na bezuslovno konvergentni redovi 
 
 
 
 
 

ostoeweto na baza  vo Banahov prostor ne dava mnogu informacii 
za strukturata na prostorot. Ako sakame podetalno da ja 
prou~uvame strukturata na Banahoviot prostor koristej}i bazi, 

morame da razgleduvame bazi so razli~ni specijalni svojstva. Bez 
somnenie, najkorisna i najprou~uvana specijalna klasa na bazi e taa na 
bezuslovnite bazi.  

Pred da gi izu~uvame bezuslovnite bazi, }e  prezentirame nekolku 
op{ti fakti koi{to se odnesuvaat na bezuslovnata konvergencija. 
 

Definicija III.1.1   Redot ∑
∞

=1n
nx  vo Banahov prostor Χ  se narekuva 

bezuslovno konvergenten ako za sekoja permutacija π  na  redot ( )∑
∞

=1n
nxπ  e 

konvergenten.  
 

Teorema III.1.2   Za redot ∑
∞

=1n
nx  vo Banahov prostor, slednite iskazi se 

ekvivalentni. 

( )i     Redot ∑
∞

=1n
nx  konvergira bezuslovno 

( )ii  Redot ∑
∞

=1n
nk

x konvergira za sekoja strogo raste~ka niza  

.....321 <<< nnn  od prirodni broevi 

( )iii   Redot 
1

n n
n

xθ
∞

=
∑  konvergira za sekoja niza od znaci ( )nθ , t.e. 

 1±=nθ  n∀ ∈  

( )iv  Za sekoe 0>ε  postoi priroden broj k , takov {to za sekoe kone~no 

podmno`estvo A od  so kA ≥min  va`i ε<∑
∈An

nx  . 

P 
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Dokaz. Ekvivalencijata na ( )ii  i ( )iii  o~igledna. Neka va`i ( )iv  i 
neka .....321 <<< nnn  e proizvolna niza. Postoi p∈   taka {to kn p ≥ , 

pa toga{ q p∀ ≥  
i

q

n
i p

x ε
=

<∑ , t.e. 
1

kn
k

x
∞

=
∑ e Ko{ieva, pa va`i ( )ii . Sli~no, za 

proizvolna permutacija π  na , postoi n∈  taka {to,  

( ) ( ) ( ){ }1 , 2 ,..., nπ π π { }1, 2,..., k⊃  , pa toga{ ( ) επ <∑
=

m

ni
ix  nm ≥∀  , {to zna~i 

deka ( )∑
∞

=1n
nxπ  e Ko{iev red, pa konvergira. Zna~i, poka`avme ( )iv ( )i→  i 

( ) ( )iiiv → .     
Neka sega ne va`i ( )iv , t.e. 0>∃ε   taka {to k∀ ∈   A∃ ⊂  kone~no so  

kA ≥min  i  n
n A

x ε
∈

≥∑  

Taka , za 1:1 =k , neka 1A  e soodvetnoto kone~no mno`estvo so ε≥∑
∈ 1An

nx   

Neka  '
1A   e t.{. { } '

111 AA ∪∪ = { }11, 2,..., max A  

Za 12 max: Ak = , neka 2A  e kone~no so 22min kA ≥   i 
2

n
n A

x ε
∈

≥∑  i '
2A  e pak 

dopolnuvaweto, t.e. { } { }' '
1 1 2 2 21 1, 2,..., maxA∪Α ∪Α ∪Α ∪ = Α  

Za 23 max: Α=k    postoi  kone~no 3Α    t.{.  33min k≥Α   i i.t.n. induktivno 

se dobivaat kone~ni mno`estva ( )kA  t.{. ε≥∑
Α∈ kn

nx  

Ako gi zememe elementite od n
n
Α=Α

=

∞

1
∪   da ja formiraat podnizata 

1 2 ...n n< <   ,ako kA  po~nuva so  kn , a zavr{uva so mn , toga{   
i

m

n
i k

x ε
=

≥∑  , pa  

∑
∞

=1n
nx   ne e Ko{iev, t.e. ne va`i ( )ii .  

Isto taka, jasno e deka  ' '
1 1 2 2: 1, , , ,A A A Aπ  e edna permutacija na ,  pa ako 

kA      zapo~nuva so ka , a zavr{uva so kb , toga{   ( )

k

k k

b

nn
n a n A

x xπ ε
= ∈

= ≥∑ ∑   t.e. 

( )∑
∞

=1n
nxπ   ne e Ko{iev red i ∑

∞

=1n
nx  ne konvergira bezuslovno , t.e. ne va`i 

( )i . 
Poka`avme zna~i deka ( ) ( )ivii ⇒   i  ( ) ( )ivi ⇒  i so toa dokazot e zavr{en.   
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Posledica III.1.3.  Ako redot ∑
∞

=1n
nx  vo Banahoviot prostor konvergira 

bezuslovno, toga{ ( )∑∑
∞

=

∞

=

=
11 n

n
n

n xx π  za sekoja permutacija π  na . 

 
Dokaz. ]e go prifatime bez dokaz faktot deka ako skalarniot red 

∑
∞

=1n
na konvergira bezuslovno, toga{ ( ) =∑

∞

=1n
naπ  ∑

∞

=1n
na     

Za proizvolno  ,∗Χ∈f  ( ) ( )( )∑∑
∞

=

∞

=

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

11 n
n

n
n xfxf ππ  konvergira t.e. ( )( )∑

∞

=1n
nxf π   e 

bezuslovno konvergenten skalaren red. ( )( ) ( )∑∑
∞

=

∞

=

=
11 n

n
n

n xfxf π     π∀   na                             

Ako pretpostavime deka postojat dve permutacii  1π    i  2π   na  t.{. 

( )11
1

n
n

x xπ
∞

=

=∑ ( ) 2
1

2
xx

n
n =≠ ∑

∞

=
π , toga{ od Han-Banah postoi ∗Χ∈f  t.{. 

( ) ( )21 xfxf ≠   t.e.  ( )( )1
1

n
n

f xπ
∞

=
∑ ( )( )∑

∞

=

≠
1

2
n

nxf π , a toa e kontradikcija.              

 
Zabele`uvame deka vo Hilbertov prostor e mnogu ednostavno da se dade 
primer na bezuslovno konvergenten red koj{to ne konvergira apsolutno. 

Takov primer e ∑
∞

=1n

n

n
e

. Vo Banahovi prostori takva konstrukcija ne le`i 

pri paka. 

Da potsetime, za redot ∑
∞

=1n
nx  velime deka konvergira apsolutno ako 

redot ∑
∞

=1n
nx  e konvergenten.  Za X = F  (odnosno nF ) kako {to e poznato, 

va`i ekvivalentnost na apsolutnata i bezuslovnata konvergencija. Vo 
beskone~no dimenzionalnite prostori ova se razli~ni poimi, za{to 
Teoremata na Dvorecki-Roxers od 1950 glasi : 

 
•   Vo sekoj beskone~no dimenzionalen Banahov prostor postoi 
    bezuslovno konvergenten red koj{to ne konvergira apsolutno. 

 
Inaku sekoga{ va`i implikacijata: 
 

Apsolutna konvergencija ⇒Bezuslovna konvergencija 
 
Poto~no, Teoremata na Dvorecki-Roxers glasi : 
 
Teorema III.1.4 Neka H e beskone~no dimenzionalen Banahov prostor. 

Za ( ) , 0n nλ λ > , so  2

1
n

n
λ

∞

=

< ∞∑ , postoi bezuslovno konvergenten red ∑
∞

=1n
nx  vo 

Χ  so nnx λ=  
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 Poradi 1 2l l , jasno e deka ako nizata ( ) , 0n nλ λ >  se izbere t.{. 

2

1
n

n
λ

∞

=

< ∞∑ , no 
1

n
n
λ

∞

=

= +∞∑ , toga{ bezuslovno konvergentniot red  ∑
∞

=1n
nx  vo 

H so nnx λ=  ~ija{to egzistencija ja tvrdime, nema da bide apsolutno 

konvergenten. Da poka`eme sega deka takov red postoi vo H. Dokazot na 
Teoremata na Dvorecki-Roxers se potpira na Teorema III.1.2 ( )iii  i eden 
rezultat od lokalnata teorija na Banahovi prostori koj{to go 
formulirame kako  
 
Lema III.1.5  Neka H e Banahov prostor so 2dim X n=  i norma ||.||. Toga{ 
postoi potprostor Y  so dimY n=  i Hilbertova norma |||.||| na Y  t.{. 

||| |||y y y Y≤ ∀ ∈  i postoi ortonormirana baza ( ) , 1, 2,...,iy i n=  na Y  

t.{. 1/ 8 1, 2,...,iy i n≥ ∀ = .     
 
 
Dokaz. Neka ( )* 2, , 1, 2,...,i ib b i n=  e baza na Auerbah za H ( ( )ib  i ( )*

ib  se bazi 

vo H i H* soodvetno  t.{. * 1i ib b= =  i ( )*
i j ijb b δ= ). Stavame  

( )
2 1/ 2

2*
1

1
||| ||| :

n

j
j

x n b x
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . Toga{ 1||| . |||  e jasno Hilbertova norma na H zatoa 

{to poteknuva od skalarniot proizvod ( ) ( )
2

2 * *

1

,
n

j j
j

x y n b x b y
=

= ∑  i u{te 

va`i 

( ) ( )
2

2 * *
1 1

1

||| ||| / max ||| |||
n

j jj j

x n b x x b x x
=

≤ ≤ ≤ ≤∑  

Poslednoto neravenstvo e posledica na Ko{i-[varc, pretposlednoto na 
triagolnik, vtoroto e trivijalno, a prvoto e o~igledno koga }e se zapi{e 

vo ekvivalentnata forma ( ) ( )( )
2 2

2* 2 *

1

max
n

j jjj

b x n b x
=

≤∑ . Zna~i imame 

2
1 1||| ||| / ||| |||x n x x≤ ≤ .  

Da go razgledame sega slednoto tvrdewe 
 
( )†  Sekoj potprostor Y  na H so dim dim / 2Y X>  sodr`i vektor y so 

       1||| ||| 1y =  i  1/ 8y > . 

 
Ako ( )†  e to~no, mo`eme induktivno da konstruirame barem 2 / 2 1n −  

elementi iy  koi{to se ortonormirani vo odnos na 1||| . |||  i za koi{to va`i 

1/ 8iy ≥  za sekoe i. Vo ovoj slu~aj nema {to da se doka`uva i Lemata e 

doka`ana.       
Ako ( )†  ne e to~no, toga{ toa zna~i deka postoi potprostor 2X  na X  so 

2
2dim / 2X n>  vo koj{to za site edini~ni vektori 1||| ||| 1x =  va`i 1/ 8x ≤ .  
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Vo  2X  mo`eme da vovedeme Hilbertova norma 2||| . |||  so 2 1||| . ||| : ||| . ||| / 8= . Za 
proizvolen vektor 2x X∈ , vektorot 1/ ||| |||x x  e 1||| . ||| - normiran, pa zatoa od 

gornoto neravenstvo sleduva 2
11/ / ||| ||| 1/ 8n x x≤ ≤  ili ekvivalentno 

2
2 28 ||| ||| / ||| |||x n x x≤ ≤  za sekoe 2x X∈ . Da go razgledame sega tvrdeweto 

dobieno od ( )†  so zamena na X  so 2X  i na 1||| . |||  so 2||| . ||| , t.e. 

 
( )2†  Sekoj potprostor Y  na 2X  so 2dim dim / 2Y X>  sodr`i vektor y 

         so 2||| ||| 1y =  i  1/ 8y > . 

 
Ako ( )2†  e to~no, Lemata III.1.5 e doka`ana. Ako ( )2†  ne e to~no, postoi 

potprostor 3X  na 2X  so 3 2dim dim / 2X X>  i Hilbertova norma 3||| . |||  na 

3X  t.{. 2 2
3 38 ||| ||| / ||| |||x n x x≤ ≤  za sekoe 3x X∈ . Zabele`uvame deka 

2 2
3dim / 2X n> . Ova be{e vtoriot ~ekor vo dokazot i vo nego dobivme 

potprostor 3X  so 2 2
3dim / 2X n> .  Jasno e kako prodol`uvame ponatamu. 

Isto taka e jasno deka procesot mora da zavr{i,  za{to za nekoe prirodno 
l va`i 1 28l n+ > , pa ne mo`e da imame 1 28 ||| ||| / ||| |||l

l lx n x x+ ≤ ≤ . Zna~i 

procesot zavr{uva posle l – 1 ~ekori za nekoe prirodno l  t.{. 28l n≤ . Za 
dobieniot potprostor lX  va`i 2 1dim / 2l

lX n −> . Vo ovoj prostor mo`eme 

da najdeme barem dim / 2 1lX −  vektori iy  koi{to se ortonormirani vo 

odnos na ||| . |||l  i za koi{to va`i 1/ 8iy > , za sekoe i. Bidej}i 2 8ln ≥ , 

dobivame deka 2 2 1ln n− − >  i so ova dokazot e zavr{en.           
 
 Vo gornata Lema III.1.5 odbravme poseben vid na baza koja{to 
sekoga{ postoi vo kone~no dimenzionalni prostori, no nejzinata 
egzistencija voop{to ne e o~igledna. Zatoa }e ja doka`eme.  
    
Teorema III.1.6 Neka H e kone~no dimenzionalen Banahov prostor i neka 
dim X n= . Postojat baza { }1, , nb b…  na H i baza { }* *

1 , , nb b…  na H* t.{. 
* 1i ib b= =  1,...,i n∀ =  i u{te ( )*

j i ijb b δ= , 1 ,i j n≤ ≤ , kade{to ijδ  e 

simbolot na Kroneker. 
 
Dokaz. B.o.n.o. nX = F  i ja koristime slednata  
 
Lema III.1.7 Ako za n vektori ( )1,...,

n
i i inx x x= ∈F , i = 1,…,n va`i 

( )1det ,..., 0nx x ≠ , t.e. ako 
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11 1

21 2

1

. . .

. . .
det 0. .

. .
. . .

n

n

n nn

x x
x x

x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ≠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, toga{ 1,..., nx x  se linearno nezavisni. 

 
 
Dokaz. Linearna algebra! 
 
 Baznite vektori { }1, , nb b…  }e gi dobieme naedna{, kako maksimum 

na edno preslikuvawe. Definirame preslikuvawe : nD X → F  so 

( )1det ,..., nx x x  kade{to ( )1,..., nx x x= . D e neprekinato kako kompozicija 

na dve neprekinati preslikuvawa: det preslikuvaweto koe{to pak od 
svoja strana e neprekinato poradi toa {to e sostaveno kako suma na 
produkti na linearni formi, i preslikuvaweto apsolutna vrednost-|.|. 
Poradi neprekinatosta, na kompaktnoto mno`estvo 

( ){ }1,..., : 1, 1,...,n
n iK x x X x i n= ∈ = ∀ =  D ima maksimum i neka toj maksimum 

e vo to~kata ( )1, , nb b… . Toga{ poradi ( )1det , , 0nb b ≠…  i gornata Lema, 

{ }1, , nb b…  e linearno nezavisno i zatoa { }1, , nb b…  formira baza na H . 

U{te va`i 1ib = , 1,...,i n∀ = .      

 Definirame linearni funkcionali *
jb  na H so  

( ) ( )1 1 1 1,..., , , ,..., / , ,j j n nx D b b x b b D b b− + … .  

Jasno e deka ( )*
j i ijb b δ= . Poradi toa { }* *

1 , , nb b…  e baza na H*. U{te  

( ) ( )*
1 1 1 1

1
sup ,..., , , ,..., / , , 1j j j n n

x
b D b b x b b D b b− +

=
= =…      

i so toa dokazot e zavr{en.            
 
 Bazite so vakvo svojstvo se nare~eni bazi na Auerbah spored 
nivniot pronao|a~ Herman Auerbah (1901-1942), polski matemati~ar. 

Mora da napomeneme deka problemot na postoewe na bazi na 
Auerbah za beskone~no dimenzionalni Banahovi prostori e se u{te 
otvoren.   
 
Dokaz 1 na Teoremata na Dvorecki-Roxers. (Indirekten) Prvo 
zabele`uvame deka za edine~nite vektori /i i iu y y=  ~ija{to 

egzistencija be{e poka`ana vo Lema III.1.5, i za proizvolni skalari ia , 

 i = 1,...,n , poradi ||| ||| ||| ||| / 8i i iu y y= ≤ , va`i 
1/ 2 1/ 2

2 22

1 1 1 1

||| ||| ||| ||| 8
n n n n

i i i i i i i
i i i i

a u a u a u a
= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ = ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑  
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Neka sega ( )nλ  e niza od pozitivni broevi, 0nλ > , t.{. 2

1
n

n
λ

∞

=

< ∞∑  i 

1
n

n
λ

∞

=

= +∞∑ , na primer 1/n nλ = . Odbirame raste~ka niza od pozitvni 

broevi ( )kn  t.{. 2 22
k

k
i

i n

λ
∞

−

=

≤∑ , k = 1,2,.... Od Lema III.1.5  vo sekoj Banahov 

prostor H so ( )2
1dim k kX n n+≥ −  mo`eme da najdeme edini~ni vektori ( )iu ,  

i = kn ,..., 1kn + -1 za koi{to spored gornata zabele{ka }e va`i 

1 1
1/ 21 1

28
k k

k k

n n

i i i
i n i n

a u a
+ +− −

= =

⎛ ⎞
≤ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

Toga{ vo sekoj beskone~no dimenzionalen Banahov prostor (na ova mesto 
vleguva vo igra pretpostavkata deka H e beskone~no dimenzionalen) 
mo`eme da najdeme edini~ni vektori ( )iu ,  i = kn ,..., 1kn + -1 za koi{to ako 

stavime :i i ix uλ=  (toga{ jasno i ix λ= ), za sekoj izbor na znaci iθ  }e imame 

1 1
1/ 21 1

28 8 2
k k

k k

n n
k

i i i
i n i n

xθ λ
+ +− −

−

= =

⎛ ⎞
≤ ≤ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

Za i < 1n  za ix  zemame koj bilo vektor vo H so norma iλ .  Spored Teorema 

III.1.2 ( )iii  redot ∑
∞

=1n
nx  e bezuslovno konvergenten, no poradi i ix λ= , ∑

∞

=1n
nx  

ne e apsolutno konvergenten.             
 
Dokaz 2 na Teoremata na Dvorecki-Roxers. (Direkten) Ovoj dokaz se 
temeli na gorniot primer deka vo sekoj beskone~no dimenzionalen 

Hilbertov prostor N, redot  ∑
∞

=1n

n

n
e

 e primer na bezuslovno konvergenten 

red koj{to ne konvergira apsolutno i u{te na edna dlaboka Teorema na 
A.Pi~ za faktorizacija na operatori preku Hilbertov prostor. 
 

•  Neka :T X X→  e integralen operator na Banahoviot prostor 
H. Toga{  postoi Hilbertov prostor N i postojat ograni~eni 
operatori 1 :T X H→  i 2 :T H X→  t.{. 2 1T T T= . 

  
 
Sega ako H e Banahov prostor vo koj{to sekoj bezuslovno konvergenten 
red e apsolutno konvergenten, toga{ :Id X X→  e integralen operator, 
pa od Teoremata na Pi~ postoi Hilbertov prostor N i postojat 
ograni~eni operatori 1 :T X H→  i 2 :T H X→  t.{. 2 1Id T T= . Id e 
surjektiven, pa zna~i deka i 2 :T H X→  e surjektiven. Od Prvata Teorema 
za izomorfizam (vidi [1] str.117, Zad.36) imame 2 1/X H Ker T H  za nekoj 
Hilbertov prostor 1H . Toga{ vo 1H  sekoj bezuslovno konvergenten red e 
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apsolutno konvergenten, pa od gornoto sleduva deka 1dim H < ∞ . Od 
izomorfizmot 1X H  sleduva deka i dim X < ∞ .           
 

Primer:  Redot 
( )∑

∞

=

−

1

1
n

n

n

e
n

  bezuslovno konvergira kon ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− ,........

3
1,

2
1,1  vo 

0c , no ne konvergira apsolutno, za{to 
( )

∞→=
− ∑∑

∞

=

∞

= 11

11
nn

n

n

n
e

n
 

Sega preminuvame na bezuslovni bazi. 
 
 
Definicija III.1.8 Baza ( )nx  vo Banahov prostor Χ  se narekuva bezuslovna 

ako za sekoe Χ∈x ,  razvojot na ∑
∞

=

=
1n

nn xax  konvergira bezuslovno. 

 
 
Na  po~etok zabele`uvame deka vo slu~aj na baza ( )nx , sekoja to~ka 

Χ∈x  se poistovetuva so nizata 1 2( , ,...)a a , ∑
∞

=

=
1n

nn xax . Vo slu~aj na 

bezuslovna baza ( )nx , to~kata x  se poistovetuva so 

mno`estvoto{ }1 2
, ,...a a . Toa e golemata prednost na bezuslovnite bazi- ne 

e biten redosledot vo pretstavuvaweto  preku elementite na bazata. Zatoa 
tie mnogu nalikuvaat na kone~nite bazi.  
Slednata teorema e neposredna posledica na Teoremata III.1.2.  
 
Teorema III.1.9  Edna bazi~na niza (baza) ( )nx  e bezuslovna ako i samo ako 
va`i nekoj od slednive uslovi. 
 
( )i     Za sekoja permutacija π  na  , nizata ( )( )nxπ   e bazi~na niza (baza)  

( )ii  Za sekoe podmno`estvo σ ⊆ , konvergencijata na ∑
∞

=1n
nn xa  ja 

implicira konvergencijata na n n
n

a x
σ∈
∑  

( )iii  Ako nn ab ≤  za sekoe n , toga{ konvergencijata na ∑
∞

=1n
nn xa  ja 

implicira konvergencijata na  ∑
∞

=1n
nn xb .     

    
 
Ako ( )nx  e bezuslovna bazi~na niza i σ ⊆ , toga{ operatorot Pσ   

definiran na }1 2{ , ,...clin x x   so 
1

n n n n
n n

P a x a xσ
σ

∞

= ∈

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  e ograni~en. 
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Pσ   se narekuva prirodna proekcija pridru`ena na bezuslovnata bazi~na 

niza. Za mno`estvata σ  od oblik { }1, 2,..., nσ = , dobivame deka proekciite 

Pσ se sovpa|aat so proekciite nP  koi{to se prirodni proekcii 

pridru`eni na bazi~nata niza ( )nx . Sli~no , za sekoja niza od 

znaci ( )nθ θ= , 1nθ = ±  , imame ograni~en linearen operator Mθ  na 

{ 1 2, ,...}clin x x , definiran so 
1

n n
n

M a xθ

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ :=∑

∞

=1n
nnn xaθ . UBP  implicira deka 

sup Pσ
σ

  i sup Mθ
θ

 se kone~ni. Poradi \Id P Pσ σ= +  i \M P Pθ σ σ= − , 

kade{to 
1,

:
1, \n

n
n

σ
θ

σ
∈⎧

= ⎨− ∈⎩
 , sleduva ( )1

2
P Id Mσ θ= + , pa   

( )1 1 sup
2

P M Mσ θ θ
θ

≤ + ≤    od kade 

sup supP Mσ θ
σ θ

≤  

Od \M P Pθ σ σ= − ,   sleduva    sup 2supM Pθ σ
θ σ

≤  

Zna~i, sup Pσ
σ

 i sup Mθ
θ

 se povrzani so neravenstvata: 

sup supP Mσ θ
σ θ

≤ 2sup Pσ
σ

≤    i jasno 

sup 1P Kσ
σ

≥ ≥ , kade{to K e bazi~nata konstanta na ( )nx . 

 
Definicija III.1.10 Brojot sup Mθ

θ
 se narekuva bezuslovna konstanta na 

( )nx  i se ozna~uva so uK .   
 
 Sledniot rezultat otkriva edno fundamentalo svojstvo na 
bezuslovnite bazi. 
 
Teorema III.1.11 Neka ( )nx  e bezuslovna baza vo realen Banahov prostor H 

so bezuslovna konstanta uK  i neka F ⊂  e kone~no podmno`estvo. 
Toga{ za proizvolni skalari  

,ia i F∈ ∈  i proizvolni ,i i Fγ ∈  t.{. 1iγ ≤ , va`i 

i i i u i i
i F i F

a x K a xγ
∈ ∈

≤∑ ∑  

 
Dokaz. So Han-Banah odbirame funkcional * *x X∈  t.{. 

* 1x =   i  *
i i i i i i

i F i F

x a x a xγ γ
∈ ∈

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  

i neka ( )1 2, ,...θ θ θ=  e proizvolna niza od znaci t.{. 1iθ =  ako *( ) 0i ia x x ≥  i 

1iθ = −  ako *( ) 0i ia x x < . Toga{ 
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i i i
i F

a xγ
∈
∑ * *( ) ( )i i i i i i

i F i F
a x x a x xγ θ

∈ ∈

≤ ≤∑ ∑ *
i i u i i

i F i F
x M a x K a xθ

∈ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞
= ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑  

                            
 
Ako namesto uK  zememe 2 uK , toga{ prethodnata teorema ostanuva to~na i 

za kompleksni Banhovi prostori. Navistina, stavaj}i i i iiγ α β= + , imame 

{ }max , 1i iα β ≤ , pa toga{ 

2i i i i i i i i i u i i
i F i F i F i F

a x a x a x K a xγ α β
∈ ∈ ∈ ∈

≤ + ≤∑ ∑ ∑ ∑  
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III.2 [ ]0,1C  i [ ]1 0,1L  kako klasi~ni prostori bez 
bezuslovna baza 

 
 
  

 
 
 

ajednostaven primer na bezuslovna baza e bazata od edini~ni 
vektori (0,...0,1,0,...)ne =  vo prostorite 0c  i pl , 1 p≤ < ∞ . Skoro e 

o~igledno deka e bezuslovna. Navistina, za 0( )nx x c= ∈  postoi 

n∈  t.{. sup k
k n

x ε
>

< i za proizvolna permutacija π  na  postoi N ∈  

t.{. ( ) ( ) ( ){ } { }1 , 2 ,..., 1, 2,...,N nπ π π ⊃ . Toga{ ( ) ( )
1

|| || sup
N

kk k
k nk

x x e xπ π ε∞
>=

− = <∑ . 

Analogno i za ( )nx x= ∈  pl , 1 p≤ < ∞ . Mnogu pointeresen primer na 

bezuslovna baza e Sistemot na Haar vo [ ]0,1 , 1pL p< < ∞ (Marsinkievi~, 

1937, vidi [18], str. 407).  
 Ednostaven i va`en primer na baza koja{to ne e bezuslovna e 
sumira~kata baza vo c . Se sostoi od vektorite ( ): 0,...,0,1,1,...nx =  kade{to  

edinicite zapo~nuvaat od n -toto mesto. Normata na  
1 2 1

1 1 2 1 2 1 2
1

, ,..., . . . , ... ,...
m m m

n n m m
n

a x a a a a a a a a a
+

=

⎛ ⎞= + + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

e 
1 1

sup
k

i
k m i

a
≤ ≤ =

∑ . Bazata ( )nx e monotona i normalizairana ( 1nx n= ∀ ) na  c , 

no ne e bezuslovna poradi 
1

n

i
i

x n
=

=∑  i ( )
1

1 1
n

i
i

i

x
=

− =∑  za sekoe n∈ . 

 Bidej}i poimot za bezuslovna baza e mnogu posilen od poimot za 
baza, prirodno e toa {to e mnogu polesno da se dadat primeri na prostori 
bez bezuslovna baza, otkolku da se dade primer na prostor koj{to 
voop{to nema baza. Duri i primerite se mnogu prirodni prostori. Taka, 
najpoznatite nerefleksivni klasi~ni funkciski prostori [ ]0,1C i 

[ ]1 0,1L  se primeri na prostori bez bezuslovna baza. 

  
Definicija III.2.1  Nizata ( )nx vo normiraniot prostor X  se vika slaba 

Ko{ieva niza ako za sekoe *f X∈  skalarnata niza ( )( )nf x  e Ko{ieva 

niza. Prostorot X  se vika slabo niza-potpoln ako sekoja slaba Ko{ieva 
niza slabo konvergira. 

N 
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Zna~i, prostorot X  e slabo niza-potpoln ako od konvergencijata na 
skalarnata niza ( )( )nf x  za sekoe *f X∈ , sleduva postoewe na x X∈  t.{. 

( ) ( )lim nn
f x f x

→∞
=  za sekoe *f X∈ .  

 
Primer. 0c  ne e slabo niza-potpoln Banahov prostor. 

Navistina, nizata ( ): 1,...,1,0,0,...nx =  e slaba Ko{ieva, no ne postoi 0x c∈  

t.{. w
nx x⎯⎯→ . Imaj}i predvid deka * 1

0c l= , za proizvolno ( )* 1
nz a l= ∈ , 

imame ( ) ( )* *

1
0

m

n m k
k n

z x z x a
= +

− ≤ →∑ , pa navistina e slaba Ko{ieva. Neka 

pretpostavime deka ( )1 2, ,...w
nx x b b⎯⎯→ = . Toga{ ( )*

1
i i

i
z x a b

∞

=

=∑ , no od druga 

strana imame ( ) ( )* *

1 1
lim lim

n

n i in n i i
z x z x a a

∞

= =

= = =∑ ∑ . Zna~i dobivame deka 

( ) 1

1 1
i i i n

i i
a b a a a l

∞ ∞

= =

= ∀ = ∈∑ ∑ . Stavaj}i ( ) ( )0,...,0,1,0,...na a= = , dobivame deka 

1nb n= ∀ ∈ , {to zna~i deka ( ): 1,...,1,0,0,...nx =  ne konergira slabo. 

 
Od UBP  sleduva deka sekoja slaba Ko{ieva niza e ograni~ena niza. 
Spored Teorema I.0.10 vo refleksivnite prostori sekoja ograni~ena niza 
ima slabo konvergentna podniza, pa se dobiva deka refleksivnite 
prostori se slabo niza-potpolni. Obratnoto ne va`i. 1l  go ima svojstvoto 
na [ur (slabo konvergentnite nizi se konvergentni nizi- vidi [15], str. 
218) pa e slabo niza-potpoln, no ne e refleksiven. ]e poka`eme deka 
sekoja slaba Ko{ieva niza vo [ ]1 0,1L  slabo konvergira, odnosno prostorot 

[ ]1 0,1L  e isto taka slabo niza-potpoln.  

 
Teorema III.2.2 ([tajnhaus, 1918) [ ]1 0,1L  e slabo niza-potpoln prostor.  

 
Dokaz. Neka ( )nx  e slaba Ko{ieva niza vo [ ]1 0,1L , t.e. ( )( )nf x  konvergira 

za sekoe [ ]( )*1 0,1f L∈ . Treba da poka`eme deka postoi [ ]1 0,1x L∈  t.{. 

( ) ( )lim nn
f x f x

→∞
=  za sekoe [ ]( )*1 0,1f L∈ . ]e ja koristime reprezentacijata 

na proizvolen funkcional na [ ]1 0,1L  (vidi [1] str. 168).   Dualniot 

prostor na [ ]1 0,1L  e [ ]0,1L∞ . Spored ovaa reprezentacija, za proizvolen 

funkcional [ ]1: 0,1f L K→ , postoi [ ]0,1F L∞∈  t.{. ( ) ( ) ( )
1

0

f x F t x t dt= ∫  

[ ]1 0,1x L∀ ∈ . Zna~i treba da poka`eme deka ako postoi limesot 

( ) ( )
1

0

lim nn
F t x t dt

→∞ ∫  za sekoe [ ]0,1F L∞∈ , toga{ postoi [ ]1 0,1x L∈  t.{. toj 
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limes e ednakov na ( ) ( )
1

0

F t x t dt∫ . Za taa cel dovolno e da poka`eme deka 

funkcijata ( )G t  definirana so ( ) ( )
0

: lim
t

nn
G t x u du

→∞
= ∫  e apsolutno 

neprekinata funkcija. Znaeme deka izvod na apsolutno neprekinata 
funkcija na [ ]0,1  e funkcija od [ ]1 0,1L , pa vo toj slu~aj stavaj}i 

( ) ( ): 'x t G t=  dobivame re{enie na problemot. Deka ( )G t  e apsolutno 

neprekinata sleduva od slednoto tvrdewe: 
 

( )†  0 0ε δ∀ > ∃ >  t.{.  ( )n
H

x t dt ε<∫     1,2,...n∀ =  [ ]0,1H∀ ⊂   ( )m H δ<  

Ako ( )†  va`i, za proizvolno 0ε > , proizvolno k∈  i proizvolni to~ki 

' '
1 1 ... k kt t t t< < < <  od [ ]0,1  t.{. ( )'

1

k

i i
i

t t δ
=

− <∑ , stavaj}i '

1

: ,
k

i i
i

H t t
=

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∪  imame 

deka ( )m H δ< , pa toga{       

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
' ' '

'

1 1 1 1
lim lim lim

i i i

i i i

t t tk k k k

i i n n nn n ni i i it t t

G t G t x t dt x t dt x t dt
→∞ →∞ →∞

= = = =

− = ≤ = =∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫  

( )lim nn
H

x t dt ε
→∞

= ≤∫  

{to zna~i deka navistina ( )G t  e apsolutno neprekinata. Za da bide 

dokazot potpoln, ni preostanuva u{te da go doka`eme ( )† . ]e 

iskoristime edna Teorema na Lebeg od 1909 
 
•  Neka ( )nx  e niza funkcii od [ ]1 0,1L . Za da va`i ravenstvoto 

( ) ( )
1

0

lim 0nn
F t x t dt

→∞
=∫  

za sekoja funkcija [ ]0,1F L∞∈ , potrebno i dovolno e da se 

ispolneti slednite       tri uslovi: 

              1   nizata ( )
1

0
nx t dt

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  e ograni~ena 

             2  0 0ε δ∀ > ∃ >  t.{. ( )n
H

x t dt ε<∫  1,2,...n∀ =  [ ]0,1H∀ ⊂  ( )m H δ<   

             3   ( )
0

lim 0
t

nn
x u du

→∞
=∫   [ ]0,1t∀ ∈    

    

Evidentno e deka ( ) ( ) ( )
1

0

lim 0n mn
m

F t x t x t dt
→∞
→∞

− =⎡ ⎤⎣ ⎦∫   za sekoe [ ]0,1F L∞∈ . Toga{ 

od Teoremata na Lebeg sleduva deka za dadeno 0ε >  postoi 1 0δ >  i postoi 
N ∈  t.{.  
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( ) ( ) / 2n N
H

x t x t dt ε− <∫   n N∀ ≥     [ ]0,1H∀ ⊂   ( ) 1m H δ<  

Za ova 0ε >  postoi 2 0δ >  t.{.  

( ) / 2n
H

x t dt ε<∫   1,2,...,n N∀ =   [ ]0,1H∀ ⊂   ( ) 2m H δ<  

Sega da zememe { }1 2: min ,δ δ δ= . Vo slu~aj 1,2,...,n N=  dobivame deka  

( ) / 2n
H

x t dt ε<∫    [ ]0,1H∀ ⊂  ( )m H δ<  

A vo slu~aj n N>  dobivame deka  

( ) ( ) ( ) ( )
2 2n n N N

H H H

x t dt x t x t dt x t dt ε ε ε≤ − + < + =∫ ∫ ∫   [ ]0,1H∀ ⊂  ( )m H δ<  

Vo sekoj slu~aj, za proizvolno n∈  dobivame deka  

( )n
H

x t dt ε<∫   1,2,...n∀ =  [ ]0,1H∀ ⊂   ( )m H δ<  

i so toa dokazot e zavr{en.            
 
 
Za  dvata primeri 1l  i [ ]1 0,1L    na slabo niza-potpolni prostori koi{to 

ne se refleksivni, mo`eme da primetime deka imaat neseparabilni 
duali. Prirodno se nametnuva pra{aweto koga eden slabo niza-potpoln 
prostor e refleksiven i dali primerite se tipi~ni. ]e vidime deka 
navistina se tipi~ni i deka ne postoi primer na nerefleksiven slabo 
niza-potpoln prostor so separabilen dual. Vo uspe{nata potraga po eden 
prostor koja{to se odviva{e preku e-mejl korespondencija so Vilijam 
Xonson, od negova strana  mi be{e uka`ano na slednava prekrasna: 
 
 
Teorema III.2.3 Ako H e slabo niza-potpoln prostor i negoviot dual *X  
e separabilen, toga{ H e refleksiven. 
 
Dokaz. Od Teoremata I.0.10, dovolno e da poka`eme deka sekoja ograni~ena 
niza vo H ima slabo konvergentna podniza. Poradi pretpostavkata deka H 
e slabo niza-potpoln prostor, dovolno }e bide  da poka`eme deka  sekoja 
ograni~ena niza vo H ima slaba Ko{ieva podniza. Pa neka ( )nx  e 

ograni~ena niza vo H i { }1 2, ,...f f  e gusto vo *X . So dijagonalniot 

argument konstruirame podniza ( )knx  t.{. postoi ( )lim :
ki n ik

f x a i= ∀ ∈ , a 

potoa iskoristuvaj}i ja gustinata na { }1 2, ,...f f  dobivame deka postoi 

( ) *lim
knk

f x f X∀ ∈ , odnosno ( )knx  e slaba Ko{ieva podniza. Zna~i H  e 

refleksiven.                  
 
Sledna cel ni e da poka`eme deka prostorite koi{to se slabo niza-
potpolni i imaat bezuslovna baza se vsu{nost duali. Za toa ni se 
potrebni prethodni podgotovki. Da dademe najprvo edna definicija. 
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Definicija III.2.4  Redot 
1

n
n

x
∞

=
∑  vo Banahov prostor X  se vika ( )*,X Xσ  

bezuslovno Ko{iev ili slabo bezuslovno Ko{iev ako ( )
1

n
n

f x
∞

=

< ∞∑  

za sekoe *f X∈ . Redot 
1

n
n

f
∞

=
∑  vo dualen Banahov prostor *X  se vika 

( )*,X Xσ -bezuslovno Ko{iev ili slabo*- bezuslovno Ko{iev ako 

( )
1

n
n

f x
∞

=

< ∞∑ za sekoe x X∈ . 

 
Za slednata Teorema }e ni bide potrebna edna Lema. 
 
Lema III.2.5 (Lema na Zabrejko, 1969) Neka p  e polunorma na Banahoviot 
prostor X  koja{to e prebrojlivo subaditivna t.e.  

( ) ( )
1 1

n n
n n

p x p x
∞ ∞

= =

⎛ ⎞ ≤ ≤ ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  za site konvergentni redovi 

1
n

n
x

∞

=
∑ . Toga{ 

postoi M>0 t.{. ( )p x M x x X≤ ∀ ∈   

 
Dokaz. Ekvivalentno, treba da doka`eme deka p  e neprekinata. Za toa 
dovolno e da se poka`e deka p  e neprekinata vo 0. Zna~i }e poka`eme 

deka otvorenata edini~na topka V na p , ( ){ }: 1B x X p x= ∈ <  , sodr`i 

nekoja okolina na nulata Uε , t.e. za nekoe 0ε > , U Bε ⊂  kade{to 

{ }:U x X xε ε= ∈ < . V e konveksno i apsorbira~ko mno`estvo, pa takvo 

mno`estvo e i negoviot zatvora~ B . Osven toa B  e u{te i zatvoreno 
mno`estvo, pa toga{ B  kako zatvoreno konveksno apsorbira~ko 
mno`estvo sodr`i nekoja okolina na nulata Uε . Zna~i  

U Bε ⊂ , za nekoe 0ε >      (*)                                            

no poradi potpolnosta na H }e zaklu~ime deka va`i duri U Bε ⊂  so {to 

Lemata na Zabrejko }e bide doka`ana. Neka x ε< . Da poka`eme deka 

( ) 1p x < . Neka 0 0ε >  e t.{. 0x ε ε< < . Stavame 
0

x xε
ε

= . Toga{ x ε< , pa 

poradi (*), postoi 0x  vo V t.{. 0x x αε− <  kade{to 0 1α< <  e odbrano 

taka za da va`i 0 1 1
1

ε
ε ε

<
−

. Za{to vaka go odbravme 0 1α< <  }e stane jasno 

na krajot na dokazot. Go razgleduvame ( )0 /x x α− . ( )0 /x x Uεα− ∈  , pa 

poradi (*) postoi 1x  vo V t.{. 0
1

x x x αε
α
−

− < , t.e. ( ) 2
0 1x x xα α ε− + < . 

Sega se razgleduva ( )( ) 2
0 1 /x x x Uεα α− + ∈ , pa spored istiot metod, od (*) se 
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dobiva 2x  vo V t.{. ( )2 3
0 1 2x x x xα α α ε− + + < . Jasno e kako prodol`uva 

postapkata. Na ovoj na~in induktivno se definira niza ( ) 0n n
x

≥
 vo V t.{. 

1

0

n
i n

i
i

x x nα α ε+

=

− < ∀ ∈∑  

Poradi 0 1α< < , redot 
0

i
i

i
xα

∞

=
∑  konvergira apsolutno, a bidej}i H e 

Banahov (na ova mesto vleguva pretpostavkata za potpolnosta na H), toj 

konvergira (vidi [1], str.25). Zna~i postoi 
0

' : i
i

i
x xα

∞

=

=∑ , a od 

konstrukcijata e jasno deka 'x x= . Toga{ 0 0

0

i
i

i
x x xε ε α

ε ε

∞

=

= = ∑ , pa poradi 

( ) 1 1, 2,...ip x i< ∀ =  sleduva deka   

( ) 0 0 0 0

0 0 0

1 1
1

i i i
i i

i i i

p x p x p xε ε ε εα α α
ε ε ε ε ε

∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ≤ ≤ = <⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑   

Zna~i h e vo V i so toa Lemata na Zabrejko e doka`ana.                         
 

Teorema III.2.6 Za redot 
1

n
n

f
∞

=
∑  vo dualen Banahov prostor *X  slednite 

tvrdewa se ekvivalentni: 
 

 ( )i  
1

n
n

f
∞

=
∑  e ( )*,X Xσ -bezuslovno Ko{iev 

 ( )ii  Postoi konstanta M>0 t.{.  

( )
1

n
n

f x M x x X
∞

=

≤ ∀ ∈∑  

 ( )iii  Postoi konstanta M>0 t.{  

 

1

1, 1,..., ,
n

i i i
i

f M i n nγ γ
=

≤ ∀ ≤ = ∈∑ , 

 odnosno redot 
1

i i
i

fγ
∞

=
∑  e ograni~en. 

 
 

Dokaz. • ( )i ⇒( )ii : Ako definirame ( ) ( )
1

: n
n

p x f x
∞

=

=∑ , toga{ p  e polunorma 

na X  koja{to  go zadovoluva uslovot od Lemata na Zabrejko, pa va`i ( )ii . 

• ( )ii ⇒ ( )iii : ( ) ( )
1 1

n n

i i i
i i

f x f x M x x Xγ
= =

≤ ≤ ∀ ∈∑ ∑ , pa sleduva ( )iii . 
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• ( )iii ⇒ ( )i : Za dadeno x X∈  odbirame 1iγ =  t.{. ( ) ( )i i ix f x fγ
∧ ∧

= . Toga{ 

( ) ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

f x x f x f M xγ
∧ ∧ ∧

= = =

⎛ ⎞= = ≤ < ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

odnosno va`i ( )i .            

 
 
So “‘ualizacija” na poslednava Teorema, ednostavno se dobiva: 
 
 

Posledica III.2.7 Za redot 
1

n
n

x
∞

=
∑  vo Banahov prostor X , slednite 

tvrdewa se ekvivalentni: 
 
  

( )i  
1

n
n

x
∞

=
∑  e ( )*,X Xσ -bezuslovno Ko{iev 

  
 ( )ii  Postoi konstanta M>0 t.{. 

( ) *

1
n

n
f x M f f X

∞

=

≤ ∀ ∈∑  

( )iii  Postoi konstanta M>0 t.{ 

1

1, 1,..., ,
n

i i i
i

x M i n nγ γ
=

≤ ∀ ≤ = ∈∑ , 

 odnosno redot 
1

i i
i

xγ
∞

=
∑   e ograni~en 

 
Dokaz.Sleduva so vsaduvawe na X  vo **X  i primena na Teorema III.2.6  na 

**X                 
 
 
Teorema III.2.8  Banahov prostor so ograni~eno potpolna baza e 
izomorfen na dualen prostor. 
 
Dokaz. Neka ( )nx  e ograni~eno potpolna baza vo X  i neka 

{ }*: :nB clin x n= ∈ . Toga{ X  e izomorfen so *B . Imeno, preslikuvaweto 

*:f B X→ , definirano so ( )*

1
n n

n
f f x x

∞

=
∑  e surjektivno i norma-

zgolemuva~ko, pa go dava baraniot izomorfizam. Zna~i, *X B       
 
 
Od slednata ubava Teorema }e go dobieme rezultatot deka vo [ ]1 0,1L  ne 

postojat bezuslovni bazi. 
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Teorema III.2.9 (Pel~inski, Singer, 1960) Slabo niza-potpoln Banahov 
prostor so bezuslovna baza e izomorfen na dualen prostor.  
 
Dokaz. Spored Teorema III.2.8 dovolno e da poka`eme deka ako ( )nx  e 

bezuslovna baza i X  e slabo niza-potpoln Banahov prostor, toga{ ( )nx  e 

ograni~eno potpolna baza. Pa neka ( )na  e skalarna niza t.{. 
1

n n
n

a x
∞

=
∑  e 

ograni~en red, t.e. 
1

sup
n

i i
n i

a x
=

< ∞∑ . ]e poka`eme deka redot 
1

n n
n

a x
∞

=
∑  

konvergira. Od pretpostavkata deka ( )nx  e bezuslovna baza i  
Teorema III.1.7 postoi konstanta M>0 t.{. 

1 1

sup sup 1, 1,...i i i i i i
n ni i

a x M a x iγ γ
∞ ∞

= =

≤ ∀ ≤ =∑ ∑  

Od ovde i od toa {to 
1

i i
i

a x
∞

=
∑  e  ograni~en red se dobiva deka i redot 

1
i i i

i
a xγ

∞

=
∑  e ograni~en. Sega Posledica III.2.7 povlekuva deka  

1
i i

i
a x

∞

=
∑  e slabo 

Ko{iev red, pa od pretpostavkata deka X  e slabo niza-potpoln Banahov 

prostor, toj slabo konvergira. No bidej}i ( )nx  e baza 
1

i i
i

a x
∞

=
∑   konvergira. 

Zna~i, ( )nx  e ograni~eno potpolna baza i so toa dokazot e zavr{en.           
 
 
Mo}ta na  Teoremata na Pel~inski-Singer sega }e dojde do izraz.  

 
Teorema III.2.10  Prostorot [ ]1 0,1L  nema bezuslovna baza. 

Dokaz. Od Teoremata na [tajnhaus [ ]1 0,1L  e slabo niza-potpoln i od edna 

Teorema na Gelfand koja{to ne ja doka`uvame [ ]1 0,1L  ne e izomorfen na 

dualen prostor. Od Teoremata na Pel~inski-Singer sleduva tvrdeweto. 
        
 

[to e so prostorot [ ]0,1C ? Rekovme deka i toj e bez bezuslovna 

baza i nareden na{ biznis }e bide da go doka`eme toa. No bidej}i za 
razlika od [ ]1 0,1L , [ ]0,1C  ne e slabo niza-potpoln prostor, }e ni treba 

nov tip na dokaz, za{to dokazot na Teorema III.2.10 tuka “ne pali”. Za da 
vidime deka [ ]0,1C  ne e slabo niza-potpoln prostor }e ja koristime 

negovata univerzalnost. Sekoj separabilen Banahov prostor “`ivee” vo 
[ ]0,1C . Poprecizno: 

 
Teorema III.2.11 (Banah-Mazur) Sekoj separabilen Banahov prostor H e 
izometri~ki izomorfen so potprostor na [ ]0,1C . 
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Vo dokazot }e iskoristime dve Lemi koi{to nema da gi doka`uvame, 
za{to dokazot na prvata e vo domenot na topologijata, a na vtorata vo 
skoro sekoj u~ebnik po funkcionalna analiza. 
 
Lema III.2.12 (Aleksandrov i Urison, 1929) Neka [ ]0,1P ⊂  e Kantoroviot 

diskontinuum i ( ),M d  e kompakten metri~ki prostor. Toga{ postoi 

neprekinata surjekcija :f P M→ . 
 
Lema III.2.13  Za X  separabilen Banahov prostor, *X

B  e kompakten 

metri~ki prostor. 
 
Dokaz na Teorema III.2.11. Neka [ ] *: 0,1

X
f B→  e surjekcija. (Surjekcijata 

zagarantirana od Lema III.2.12 ja prodol`uvame so Titce. Toga{ baranoto 
vsaduvawe na X  vo [ ]0,1C  e izometrijata [ ]: 0,1F X C→  definirana so 

x x f
∧

.                
 
 Poradi faktot {to svojstvoto “slabo niza-potpoln prostor” se 
prenesuva na zatvoreni potprostori (ako H e slabo niza-potpoln prostor 
i Y  e zatvoren potprostor od H, toga{ i Y  e  slabo niza-potpoln 
prostor), kako posledica od Teoremata na Banah-Mazur dobivame deka 
prostorot [ ]0,1C  ne e slabo niza-potpoln. Imeno, vidovme deka 0c  ne e 

slabo niza-potpoln Banahov prostor, a toj kako separabilen prostor 
sekako se vsaduva vo [ ]0,1C .   

 Iako [ ]0,1C  ne e slabo niza-potpoln prostor, negoviot dual [ ]0,1C * 

e slabo niza-potpoln prostor i toa se koristi za da se poka`e deka [ ]0,1C  
nema bezuslovna baza.    
 
Teorema III.2.14  Ako Banahoviot prostor Y  mo`e da se vsadi vo Banahov 
prostor so bezuslovna baza X  i ako *Y  e slabo niza-potpoln, toga{ *Y  e 
separabilen. 
 
Dokaz. Neka ( )nx  e bezuslovnata baza na X  i ( )*

nx  se soodvetnite 

kooordinatni funkcionali. Ja razgleduvame nizata ( ) *
n Yφ ∈  kade{to nφ  

se restrikcii na *
nx  na Y , t.e. *: |n n Yxφ = . Neka *Yφ ∈  e proizvolen i neka f  

e negovo Han-Banah prodol`enie na X . Dovolno e da poka`eme deka 

( )
1

w
n n

n
f x φ φ

∞

=

⎯⎯→∑  od kade{to }e sleduva deka *Y  e separabilen. Bidej}i 

( )nx  e bezuslovna baza, redot ( ) *

1
n n

n
f x x

∞

=
∑   ( )*,X Xσ -bezuslovno konvergira 

kon f , odnosno  va`i  ( ) **

1

w
n n

n
f x x f

∞

=

⎯⎯→∑   bezuslovno.  

Toga{ od Teorema III.2.6 sleduva postoewe na M>0 t.{.  
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( ) *

1

n

i i i
i

f x x Mγ
=

≤∑  1, 1,..., ,i i n nγ∀ ≤ = ∈  

 
Pa toga{ jasno e deka  
 

( ) ( ) *

1 1

n n

i i i i i i
i i

f x f x x Mγ φ γ
= =

≤ ≤∑ ∑  1, 1,..., ,i i n nγ∀ ≤ = ∈  

Toa zna~i deka redot ( )
1

n n n
n

f xγ φ
∞

=
∑  e ograni~en, pa povtorno od 

Teorema III.2.6 se dobiva deka redot ( )
1

n n
n

f x φ
∞

=
∑   e slabo bezuslovno 

Ko{iev red vo *Y . Poradi pretpostavkata deka *Y  e  slabo niza-potpoln, 

dobivame deka ( )
1

n n
n

f x φ
∞

=
∑  slabo konvergira kon nekoe *Yψ ∈ .  Zna~i, 

( ) ( ) ( )
1

n n
n

f x x x x Yφ ψ
∞

=

= ∀ ∈∑  

 
Treba u{te samo da poka`eme deka ψ φ=  i dokazot e gotov. No toa e jasno. 

Bidej}i nφ  se restrikcii na *
nx  na Y , va`i 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*

1 1
n n n n

n n
x f x x f x x x f x x Yψ φ

∞ ∞

= =

= = = ∀ ∈∑ ∑  

a bidej}i f  e prodol`enie na φ , imame ( ) ( )f x x x Yφ= ∀ ∈ . So toa ψ φ= , 

i sleduva deka  *Y  e separabilen.              
 
Teorema III.2.15  [ ]0,1C * e slabo niza-potpoln prostor.    

 
Dokaz. (Dirk Verner, li~na komunikacija)  ]e koristime eden rezultat 
koj{to pretstavuva obop{tuvawe na Teoremata na [tajnhaus: za 
proizvolen prostor so mera ( ), ,μΩ ∑ , ( )1L μ  e slabo niza-potpoln 

prostor. Ako poka`eme deka [ ]0,1C * e izomorfen so potprostor na ( )1L μ  

dokazot e gotov. Spored Teoremata na Ris za reprezentacija, 
[ ] [ ]0,1 * 0,1C M≅  (vidi [19], str. 62), kade{to [ ]0,1M  e prostorot od 

regularni Borelovi meri na [ ]0,1 . Neka ( )nμ  e slaba Ko{ieva niza vo 

[ ]0,1C *. Stavame 
1

: 2 n
n

n
μ μ

∞
−

=

=∑ . μ  e pozitivna kone~na mera. Sekoe nμ  e 

apsolutno neprekinato vo odnos na μ , so nekoja gustina ( )1
nf L μ∈ . Tuka ja 

koristime Teoremata na Radon-Nikodim (vidi [19], str.470 ili [1], str. 
158). Zatoa zatvorenata linearna obvivka na site nμ , { }:nclin nμ ∈ , e 

izomorfna na { }:nclin f n∈ , odnosno e izomorfna na zatvoren 

potprostor na ( )1L μ  koj{to e slabo niza-potpoln. Zatoa i { }:nclin nμ ∈   
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e slabo niza-potpoln prostor, pa bidej}i ( )nμ  e slaba Ko{ieva niza vo 

slabo niza-potpoln prostor taa slabo konvergira. So ova se e poka`ano, 
pa zna~i, [ ]0,1C * e slabo niza-potpoln prostor.                    

 
 
Specijalno, od Teorema III.2.14 se dobiva deka ako H ima bezuslovna baza i 
H* e slabo niza-potpoln, toga{ H* e separabilen. So ovaa zabele{ka go 
dobivame centralniot rezultat vo ovoj paragraf. 
 
Teorema III.2.16 [ ]0,1C  nema bezuslovna baza. 

Dokaz. Spored Teorema III.2.15 [ ]0,1C * e slabo niza-potpoln prostor i 

u{te e neseparabilen. Od gornata zabele{kata sleduva deka [ ]0,1C  nema 

bezuslovna baza.                   
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III.3  Primena na teorijata na operatorite na Dogave 
na  bezuslovnite bazi 
 
 
 
 
 

eoremite III.2.16 i III.2.10 koi{to velat deka prostorite [ ]1 0,1L  i 

[ ]0,1C  se bez bezuslovna baza imaat u{te eden dokaz. Dokazot 

koj{to }e go dademe za razlika od prethodnite e brand new i so 
golema prednost {to ne se potpira na dlaboki strukturni 

teoremi kako {to se Teoremata na Banah-Mazur i Teoremata na Gelfand. 
Vo nego se koristi teorija na operatori, poto~no teorijata na 
operatorite na Dogave. 
 
Definicija III.3.1 Ograni~eniot operator T na Banahoviot prostor H se 
vika operator na Dogave ako va`i 1Id T T+ = +  

 
 Zabele`uvame deka za sekoj ograni~en operator T na H va`i 

1Id T T+ ≤ + . Vo slu~aj na ravenstvo T e operator na Dogave. 

Mno`estvoto od site operatori na Dogave na H }e go ozna~ime so ( )D X . 

Ovaa oznaka ne sme ja sretnale na drugo mesto, a ja voveduvame so cel da go 
olesnime izlo`uvaweto. Ovoj tip na va`ni operatori imeto go dobivaat 
po Dogave, koj{to vo 1963 ja dal (vidi [5]) 
 
Teorema III.3.2 (Dogave, 1963) Sekoj kompakten operator T na [ ]0,1C  e 

operator na Dogave, t.e. [ ]( ) [ ]( )0,1 0,1K C D C⊂ . 

 
 Istiot rezultat va`i i za prostorot [ ]1 0,1L . (vidi [13]) 

 
Teorema III.3.3 (Lozanovski, 1966) Sekoj kompakten operator T  na [ ]1 0,1L  

e operator na Dogave, t.e. [ ]( ) [ ]( )1 10,1 0,1K L D L⊂ . 

 
 Sega za sega potpolno e nejasno kako ovie rezultati za operatori 
na [ ]0,1C  i [ ]1 0,1L  mo`at da se iskoristat za da se poka`e nepostoewe na 

bezuslovni bazi na ovie prostori. Toa stanuva jasno od slednata 
zabele`itelna Teorema na Kadets (vidi [12]). 
 

T
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Teorema III.3.4 (Kadets, 1996) Ako vo Banahoviot prostor H kone~no 
dimenzionalnite operatori se operatori na Dogave, toga{ H nema 
bezuslovna baza. 
 
Dokaz. Zna~i treba da se poka`e deka ako ( ) ( )F X D X⊂ , toga{ H nema 

bezuslovna baza. Dokazot e so kontradikcija. Neka obratno, 
pretpostavime deka H ima bezuslovna baza ( )nx . Za sekoe kone~no A⊂  

neka AP  e prirodnata proekcija pridru`ena na bezuslovnata baza ( )nx , 

t.e. 
1

A n n n n
n n A

P a x a x
∞

= ∈

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  i neka AQ  e proekcijata  

1
A n n n n

n n A

Q a x a x
∞

= ∉

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ . 

Toga{ e jasno deka A AId P Q= + . Za sekoe fiksno x X∈  va`i  sup A
A

P x < ∞ , 

pa od UBP  i sup A
A

P < ∞ . Neka : sup A
A

Pα = . Zabele`uvame deka 1α ≥ . AP  e 

kone~no dimenzionalen, pa po pretpostavka e operator na Dogave. Toga{ 
1A A AQ Id P P= − = + . Neka 0A ⊂  e kone~no mno`estvo t.{. 

0

1
2AP α> − . Toga{  

0 0

11
2A AId P P α− = + > + . No,  

 

( )0 0 0 0
0 0\ , \ ,

sup supA A A B B A B B
B A B finite B A B finite

Id P x Q x Q x P x P x Q x P x P x
⊂ ⊂

− = ≤ − + ≤ − + ≤

 
   

0\ ,
sup B

B A B finite
P x x x Xα

⊂
≤ ≤ ∀ ∈  

Zna~i, 
0AId P α− ≤  {to e vo kontradikcija so 

0

1
2AId P α− > + . So toa 

dokazot e zavr{en.              
 
Posledica III.3.5 Prostorite [ ]0,1C  i [ ]1 0,1L  nemaat bezuslovna baza.   

 
Dokaz. Sleduva so prosto spojuvawe na Teoremite III.3.4, III.3.3, III.3.2 i 
faktot deka ( ) ( )F X K X⊂             
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