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REZIME 
 
  Vo trudot se tretira principot na integracija vo aktivnata nastava pome|u 
nastavnite predmeti matematika i geografija. Principot na integracija pome|u 
matematikata i geografijata go obrabotuvame samo preku eden segment, a toa e prakti~na 
primena na teorijata na grafovi pri boewe na geografskite karti. 

Vo trudot se dadeni i nekolku konkretni primeri kako na ednostaven na~in so 
transformirawe na geografskata karta vo matemati~ki graf se re{ava problemot na boewe 
na geografskite karti. 

 

Klu~ni zborovi: Matematika, geografija, teorija na grafovi, boewe na geografski 
karti. 
 

 
 
 
 

APPLICATION OF THEORY GRAPHS IN COLORING OF THE  

GEOGRAPHICAL MAPS
2
 

 

 

ABSTRACT 

 
The paper presents the integration principle in the active lecturing between the lecturing subjects 

mathematics and geography. The integration principle between the mathematics and geography is being 

worked out only through one segment and that is a practical application of the graph theory in coloring of the 

geographic maps.  
Some specific examples have been presented in the paper, how in simply way could be solved the problem of 

coloring of the geographical map by transformation of the geographical map into mathematical graph.  
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 VOVED 
 
 
 U~ili{tata vo Republika Makedonija se opfateni so pove}e proekti i site 
tie akcentot go stavaat vo realizirawe na sovremena nastava. 

Vo sovremenata nastava se poa|a od toa deka celta na u~eweto e da se razvijat 
kaj u~enicite sposobnostite za usvojuvawe na novi znaewa vrz osnova na tvore~koto i 
kriti~koto mislewe, organizacija na istra`uva~ka rabota, kako i razmena na 
mislewa i tvore~ki diskusii. Pritoa se misli na istra`uvawa za gradewe i primena 
na modeli na aktivna, problemska, razvojna nastava, koja e naso~ena kon u~enikot. Vo 
nea nastavnite situacii i nastavnite sredstva se so naglasena hipoteti~ka priroda i 
davaat mo`nost za razvoj na sorabotkata i samostojnosta. 
  Sovremenata nastava e naso~ena kon ostvaruvawe na to~no definiranite celi, 
odnosno, stanuva zbor za nastava so jasno definirani i detalno opi{ani o~ekuvani 
rezultati. A seto ova od nastavnikot bara metodska raznovidnost i elasti~nost, 
po~ituvawe na potrebite i mo`nostite na u~enicite za u~ewe, vospituvawe od tipot 
"sakam da bidam" ili "bidi svoj", namesto "bidi kako ostanatite". 

Principite na sovremenata nastava imaat didakti~ko-metodi~ki karakter. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Vo trudot se tretira principot na integracija na sovremenata nastava pome|u 
nastavnite predmeti matematika i geografija.  

Integracijata vo procesot na aktivnoto u~ewe e zasnovana pred se vrz celosno 
anga`irawe na u~enikot vo: re{avawe na problemi i zada~i, doa|awe do novi idei, 
voo~uvawe na vrski i odnosi, povrzuvawe na poznato so nepoznato, rabotej}i so 
konkretni predmeti, situacii i nastani, kako i koristewe na sodr`ini i aktivnosti 
od site nau~ni disciplini. 
  Integracijata vo ramkite na sovremenata nastava se postignuva koga: 

 u~enicite rabotat na sodr`ini od razli~ni nastavni predmeti, koi me|u sebe 
se poddr`uvaat i prodlabo~uvaat, a na u~enicite im davaat primenlivi znaewa; 

 od u~enikot se bara primenuvawe na idei i ve{tini od edna na druga sodr`ina, 
na primer, nastavnikot po matematika ili biologija mo`e da go zamoli 
u~enikot da go opi{e procesot na re{avawe na problemot i od aspekt na 
biologija ili matematika, soodvetno; 

 znaeweto se steknuva preku razli~ni sodr`ini od nastavniot plan i programa; 
 u~enicite sorabotuvaat vo grupi ili rabotat individualno na istra`uvawa, 

pri {to se integriraat sodr`ini od razli~ni disciplini. 

 
Principi na aktivnata 
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Integracija 

Interakcija 

Individualizacija. 
Diferencijacija 
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Timska rabota 
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Integracijata mo`e da bide: vnatre{na-me|u sodr`inite od nastavniot predmet i 
nadvore{na-me|u sodr`inite od nastavnite predmeti. Zna~i, vo trudot stanuva zbor 
za nadvore{na integracija. 

[to ovozmo`uva integracijata za nastavnikot i u~enikot vo vospitno-
obrazovnata rabota? 

 Za u~enicikot integracijata ovozmo`uva: 
☺ steknuvawe na podlaboki znaewa; 
☺ zgolemena aktivnost i interes; 
☺ mo`nost za izbirawe na novi temi za prou~uvawe; 
☺ razvivawe na sposobnost za re{avawe na problemi; 

 Za nastavnikot integracijata ovozmo`uva: 
☺ mo`nost za timska rabota; 
☺ razmena na iskustvata od rabotata; 
☺ zapoznavawe so drugi sodr`ini, izvori i materijali; 
☺ podobruvawe na atmosferata vo u~ilnicata. 
Principot na integracija pome|u matematikata i geografijata e obraboten 

samo preku eden segment, a toa e prakti~nata primena na teorijata na grafovi pri 
boewe na geografskite karti. 

Vo 1879 godina Cayley pred ~lenovite na Londonskoto geografsko dru{tvo go 
postavil poznatiot problem na ~etiri boi, za koj op{tiot zadovoluva~ki dokaz, deka 
za karta vo ramnina ne se potrebni pove}e od ~etiri boi, do skoro ne be{e daden3. 
[to e u{te po~udno, problemot na boite prvo e re{en za nekoi komplicirani 
povr{ini kako {to se torusot i Mobiusoviot list.  

Se napomenuva deka ovoj problem ne se odnesuva samo na vistinskite 
geografski karti, tuku i na site karti koi mo`at da se zamislat. 
 

1. ODREDUVAWE NA MAKSIMALNIOT BROJ ZEMJI KOI 
MO@AT DA BIDAT SOSEDNI 
 

I pred oficijalnoto postavuvawe na problemot pred Londonskoto geografsko 
dru{tvo se znaelo deka za obojuvawe na karta bile potrebni pove}e od tri boi no 
nikoga{ ne se nai{lo na karta za koja bi trebale najmalku pet boi. 

Za matemati~ko analizirawe na ovoj problem, istiot e "preveden" na jazikot 
na teorijata na grafovi. Na Sl.1 e prika`an na~in na  koj,  na sekoja geografska 
karta mo`e da í se pridru`i eden matemati~ki graf. Jazlite (to~kite) se proizvolno 
izbrani- po eden jazel vo sekoja zemja (ili region), a me|u sebe jazlite se povrzani so 
granki. Grankata, vsu{nost ozna~uva koj so koj jazel (zemja) se sosedni.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                     
3
 Ameri~kite matemati~ari Apel (K.Apell) i Hekn (W. Haken) vo Bilten na Ameri~koto matemati~ko dru{tvo (br. 3, tom 82, 

septemvri 1976) objavija definitivno re{enie na problemot so ~etiri boi: ne postoi karta za ~ie pravilno boewe bi bile 
potrebni pove}e od ~etiri boi. Tie toa go proverile na kompjuter, otkako izrabotile programa za testirawe na site vidovi 
karti (okolu 2000 klasi razli~ni - neizomorfni - klasi karti) koi, toga{ najbrziot kompjuter gi ispituval mesec i polovina.  

Sl. 2 Soodveten matemati~ki graf  Sl.1 Geografska karta so 4 zemji, 

me|usebno sosedni po parovi 

jazel  

granka 
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Mo`e da se poka`e deka se potrebni pove}e od tri boi (Sl. 3), kako na primer, 
koga ~etiri sosedni zemji me|usebno grani~at sekoja so sekoja, no nikoga{ ne se 
nai{lo na karta za koja bi trebale najmalku pet boi.  
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dokolku bi postoela karta za koja se potrebni najmalku pet boi, toa bi zna~elo 
deka  pet sosedni zemji, sekoja so ostanatite ~etiri zemji, ima zaedni~ki granici.   
Ako e toa mo`no, toga{, na primer, 
nivnite glavni gradovi bi mo`ele da se 
povrzat me|u sebe, sekoj so sekoj, so 
posebni pati{ta koi nigde ne se 
vkrstuvaat - {to ne e mo`no (Sl.5). Od 
matemati~kiot graf na Sl.5 proiz-
leguva zaklu~okot deka na geografska 
karta ne e mo`no postoewe na pet 
sosedni zemji, pri {to sekoja so 
ostanatite ~etiri zemji da ima zaedni-
~ki granici.  Vakov slu~aj ne mo`e da se 
javi nitu vo ramnina, nitu na sfera.  

Potrebno e u{te da se definira poimot "sosedni". Pri obojuvaweto, dve zemji 
}e gi tretirame kako  sosedni samo toga{, koga nivnite grani~ni linii imat 

zaedni~ka dol`ina. Spored toa,  poka`anite zemji L1 i L2 na Sl. 6, ne se sosedni 
bidej}i se dopiraat me|u sebe vo nekolku izolirani to~ki, pa kako nesosedni mo`at 
da se obojat so ista boja. 

 

Pri modelirawe na geografski karti so 
grafovi, razmerite ne se va`ni. Matemati~ki 
(topolo{ki4), ne postoi razlika me|u 
geografska karta nacrtana na sfera, i karta 
nacrtana na ramnina.  
 
 
 
 
Ako se napravat soodvetni rastegawa, sekoja 
geografska karta, koja e nacrtana vo ramnina, 
mo`e da bide nacrtana i na sfera, i obratno, 
sekoja geografska karta, nacrtana na sfera 
(sl.7), mo`e da se postavi na ramnina.  

                                                     
4 Topologijata e granka na geometrijata, odnosno kvalitativna geometrija. Za geografijata posebno e va`en delot na 

topologijata, a toe e teorijata na grafovi. Osnovni poimi na grafot, se jazelot, vrskite, granicite itn. koi lesno mo`at da se 
primenat na geografskite objeki vo prostornite sistemi.    
 

L2 L1 

L5 
L3 

L4 

L 

Sl. 3. Najednostavna {ema za koja se   

          potrebni najmalku ~etiri boi: 

         4 sosedni zemji, od koi, sekoja   

         grani~i so  drugite tri. 

1 

2 3
1 

4 

Sl. 4. Ako 4-te  sosedni zemji imaat me|usebno  

            zaedni~ki granici, toga{ grankite na  

             soodvetniot graf nikade ne se se~at. 

Sl. 5. So matemati~ki graf slikovito se prika`uva 

deka pette jazli ne bi mo`ele da se povrzat me|u sebe, 

sekoj so sekoj, so posebni granki koi nigde ne se se~at. 

Sl.6 Zemjite L1 i L2  ne se sosedni  bidej}i ne  

          se dopiraat me|u sebe po dol`ina tuku  

          samo vo nekolku izolirani to~ki. 

L1 L2 

Sl.7. Geografska karta nacrtana na sfera 
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Vo slu~aj kartata da bide nacrtana na 
sfera i  ako povr{inite (regionite) ja 
pokrivaat celosno sferata, pri transfor-
macija vo ramnina mo`e da se dojde do 
te{kotii. Toga{ se vadi edna povr{ina L, 

se "rastegnuva" ostanatata geografska 
karta na ramninata i se razgleduva 
nepokrieniot del od ramninata kako 

povr{ina L (sl. 8). 
 
 

3. ALGORITMI ZA BOEWE NA GEOGRAFSKI KARTI 
 

 Boeweto na kartite (grafovite) e star problem i dobro e poznato deka vo op{t 
slu~aj nema poefikasno re{enie od probuvaweto na site mo`nosti. Denes, za 
poslo`eni slu~ai razraboteni se kompjuterski algoritmi so koi so sigurnost se 
dobiva minimalniot broj na boi za obojuvawe na eden graf, odnosno, karta. Nivniot 
opis izleguva od ramkite na ovoj referat i tuka nema da bidat spomnati. 
 Od pribli`nite algoritmi, edinstveno }e bide daden samo najprirodniot. 
Negovata ideja e vo slednoto: se po~nuva so boewe od nekoj jazel i se prodol`uva so 
boewe na site ostanati za koi e toa mo`no, so istata boja. Potoa se preminuva na 
sledniot neoboen jazel i se bojat site ostanati jazli za koi e mo`no, so vtorata boja. 
Prodol`uvaj}i ja ovaa postapka }e se dobie boewe na grafot za koe ne mo`e da se 
garantira deka e so najmal mo`en broj na boi. So ovaa postapka e oboena kartata 
(grafot) na sl.9 vo redosled na negovata numeracija. Razlikata pome|u pribli`niot 
(ra~en) algoritam(sl.9) i to~niot (kompjuterski) algoritam (sl.10) e voo~liva. 
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Sl.10  Spored to~niot algoritam   
      dovolni se 3 boi 

 

Sl.9 Edno od mo`nite re{enija dobieno     
      so pribli`en algoritam spored koe se  

      potrebni 5 boi  
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3. KONKRETNI PRIMERI ZA BOEWE NA GEOGRAFSKI  
    KARTI 
 
 Tradicionalnata podelba na nastavnite sodr`ini vo oddelni samostojni 
predmeti e inicirana od streme`ot u~enicite da se zdobijat so prodlabo~eni celi od 
opredelena oblast, koi samostojno }e gi povrzuvaat vo edna celina.  
 Dadenite primeri, vsu{nost, se aktivnosti so koi se postignuvaat nastavni 
celi po predmetite geografija i matematika. Ako se gledaat izdvoeno i dvata 
predmeti toga{ mo`e da se zapi{at nastavnite celi za sekoj predmet i toa:  

 
GEOGRAFIJA 
☺ gi pomni imiwata na dr`avite od kontinentite; 
☺ gi pomni glavnite gradovi na dr`avite; 
☺ gi poka`uva na karta dr`avite i nivnite glavni gradovi; 
☺ gi vnesuva na nema karta so koristewe na Atlas dr`avite na kontinetite so 

razli~ni boi, kako i nivnite glavni gradovi;   
☺ ja odreduva polo`bata na dr`avite na eden kontinent na nema karta i ja 

obojuva; 
☺ ja locira polo`bata na oboena karta na dr`avite od eden kontinent, go vnesuva 

imeto na sekoja dr`ava i nejziniot glavn grad. 
 

MATEMATIKA 
☺ go definira poimot graf; 
☺ objasnuva {to e jazel i granka na graf; 
☺ re{ava zada~i so primena na graf. 

 
Bidej}i vo ovaj trud stanuva zbor za principot na integracija pome|u 

matematikata i geografijata, obraboten preku prakti~nata primena na teorijata na 
grafovi pri boewe na geografskite karti, zatoa i celite koi {to sakame da gi 
postigneme so ovie aktivnosti-prakti~ni primeri mo`eme da re~eme deka se  
INTEGRIRANI CELI.  Tie se: 

☺ poimite dr`ava, granica gi povrzuva so jazli, granki od matemati~ki graf; 
☺ go objasnuva poimot sosedni zemji so pomo{ na graf; 
☺ doka`uva nepostoewe na pet sosedni zemji na geografska karta so pomo{ na 

matemati~ki graf; 
☺ go odreduva najmaliot broj na razli~ni boi za obojuvawe na dr`avite na eden 

kontinent so pomo{ na matemati~ki graf; 
☺ kartata ja prika`uva so graf i obratno, matemati~kiot graf go prika`uva so 

karta. 
 

 
 

1. So kolku najmalku boi mo`e da se obojat trite regioni na sl. 

11? 
Koga se obojuva karta, sekoi 2 regioni koi se sosedi se 
obojuvaat razli~no, no koga se sretnuvaat vo edna ili 
nekolku izolirani to~ki, tie mo`at da se obojat so ista 
boja. 

 
 sl.11 
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2. Napravi foto kopija od kartata na Avstralija (sl.12). Oboi go moreto i sekoja 

dr`ava koristej}i razli~ni boi za sekoj del od kartata. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. Napravi vtora kopija od kartata na Avstralija. Ovoj 

pat oboi ja kartata so koristewe na najmalku boi. Ne go 
zaboravaj moreto. Kolku boi ti iskoristi? 

 
 
 
 
 
 
 
4. Oboi gi mre`ite na sl.15 taka {to 2 regioni koi imaat ista granica da nemaat ista 

boja. Zapamti da gi vklu~i{ site regioni od kartata. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5. Napravi nekolku karti po tvoj izbor. Isto taka ispome{aj gi po tvoj izbor. Sega 

oboi gi kartite taka {to dva sosedni regioni da nemaat ista boja.  
 

6. Koj e najgolemiot broj na boi {to go ima{ iskoristeno vo tvojata karta vo 

pra{awata 3, 4 i 5 ? 
 
7. Bi mo`el da poveruva{ deka nikoga{ nema da koristi{ pove}e od 4 boi. Obidi se 

da nacrta{ karta so 5 boi. 
 

sl.13  

sl.14 

a 

b 

v 
g 

a b 

v 
g 

sl.12 

sl.15 
sl.16 
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8. Napravi kopija na kartata od Afrika ili Ju`na Amerika. Oboi go moreto, potoa 

oboj gi dr`avite, pritoa koristi najmal broj na boi. Potoa, stavi go imeto na sekoja 
dr`ava vo kartata kako i glavniot grad na sekoja dr`ava. 
 
         
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sl.19  Boewe na politi~ka karta 

 na Afrika so 4 boi Sl.20  Boewe na politi~ka karta   

na Ju`na Amerika so 4 boi 

sl.17 
sl.18 
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9. Oboj ja kartata na Evropa i ozna~i go grafot. 
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Sl.22  Boewe na politi~ka karta 

 na Evropa so 4 boi 
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