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 In this paper, a new adaptive method for finite element analysis using dynamic bubble system taking 
into account magnitude of magnetic flux density is proposed. The error estimation is performed according 
to the Zienkiewicz and Zhu error norm estimator and using improved solution of the problem instead of 
the unknown exact values which is both straightforward and computationally cheap. Mesh density is easily 
controlled by changing the radii of node bubbles that describe the outline of the analysis region according 
to the previously performed error estimation. The proposed method produce adaptively generated meshes 
independent of the initial coarse mesh. The final mesh satisfies the user defined relative error of the solution 
and takes into account the magnetic flux density distribution. The effectiveness of the proposed adaptive 
method is investigated for 2-D and 3-D magnetostatic field computations. The obtained results show that 
the proposed method is suitable and very promising for adaptive electromagnetic field analysis.
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 1. は じめに

 有限要素法は,場 の数値解析手法として,電 磁界解析

をはじめ広く工学分野で利用されている。汎用の解析ソ

フ トも普及し,日 常の設計や種々の問題解決のためにも

活用されている。 このような状況下で,解 析者が適当に

解析領域の要素分割を行ない,汎 用解析ソフトを実行す

ることにより,簡 単に結果が得られることになる。 しか

し,そ の解の精度は不明であり,補 償されていない。計

算機の出力結果を安易に信用して,誤 った判断を行なう

こともある。解の精度について十分に認識する必要があ

る。精度の高い解を得るためには,有 限要素のサイズを

小さくすればよい。 しかし,解 析領域全体を一様に細か

く要素分割すると,要 素数は増え,計 算コス トが多大な

ものとなる。そこで,な るべく少ない計算コス トで十分

の精度を維持した解を得るためには,物 理量の分布をあ

らか じめ予想 し,物 理量変化の激しい部分のみを細かい

要素に分割するといった,要 素の粗密分布を与える必要

がある。この作業を行 うには,十 分な経験と専門知識が

必要となるが,し かし,経 験にも限界があり,よ り複雑

な解析モデルに対して物理量の分布を予想す ることは難

しく,効 率のよい要素分割を行 うことは四難である。そ

こで,経 験に頼らずに希望許容誤差を満足し,物 理量分

布を考慮 した要素の粗密分布を自動的に得ることのでき

るアダプティブ法が近年盛んに研究 されている(1)(2)(3)。
一般にアダプティブ法には,節 点数や補間関数の次数

を一定にしておき,節 点位置を適切な位置に変更するr

法,誤 差の大きい領域の要素を細分化するh法,要 素分

割はそのままで,補 間関数の次数を変更するP法 がある。

 一般には,h法 あるいはh法 とr法 と組み合わせた方

法が用いられている(4)(6)。これ らのアダプティブ分割法

では,誤 差の大きい箇所の要素を局所的に再分割してい

る。そのため,再 分割後の要素形状は,初 期分割の要素

形状の影響を受けるために,再 分割後に得 られる要素形
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状の質の改善には限界がある。この問題を解決する方法

として,要 素の再分割を局所的ではなく大域的に行 う方

法が考えられる。本論文では,指 定許容誤差を補償する

までアダプティブに要素の再分割を大域的に行な う,ア

ダプティブ要素分割法を提案する。 ここでは,有 限要素

自動分割法として,バ ブルシステムを用いる方法(6)を採

用し,ま た,誤 差評価法として,各 要素ごとの誤差評価が

可能でありバブルシステムに適用しやすい,Zienkiewicz

とZhuの 誤差評価法(1)を 基本 としている。 さらに,磁

束密度値の大きい領域で誤差の評価を厳 しくする方法を

用いている。提案手法では,'指定希望許容誤差を補償す

る最終の要素形状も良好であり,精 度 と計算コス トの面

からも有用であるといえる。

 2.バ ブルシステムを用いた有限要素自動分割法

 バブルシステムは,質 量と半径を持つ複数のバブルを

解析空間中に充満させ,各 バブル間には斥力と引力が働

き,ニ ュー トンの運動方程式によってバブル間の力が平

衡状態に収束するシステムである。これを用いた自動分

割法の概要を図1に 示す。まず,解 析空間の物体形状決

定点のみを用いて空間を初期四面体に分割する。これは,

任意形状の解析空間を凸形状の四面体で構成することに

より,バ ブルの配置や半径決定を簡単化するためである。

次に,ユ ーザが,各 頂点にバブルを配置する。これは,要

素分布を粗にしたい領域の近 くの頂点に大きい半径のバ

ブルを,密 にしたい領域の近 くの頂点に小さい半径のバ

ブルを与える。 この頂点バブルの大きさを決めるだけで

解析空間の要素分布を制御することができる。その後は,

自動的に,辺 バブル,面 バブル,空 間バブルが発生し,バ

ブル間の力が平衡状態(近 接 した状態)に なるまでバブ

ルの移動を行 う(図2参 照)。 そして、最終的に求ま

ったバブルの中心座標に節点を配置 し,Delaunayの アルゴ

リズムにより解析空間を四面体分割する。入力データは,

物体形状 と頂点バブルの半径のみで,必 要最小限のデー

タであり,要 素の粗密分布を頂点バブルの半径を変更す

るだけで容易に与えることができる。

 3.バ ブルシステムを用いたアダプティブ分割法

 提案するアダプティブ分割法の概略の手順を以下に

示す。

Step1:物 体形状を入力する。

Step2:物 体を構成する頂点のみを用いて領域を四面体

   に分割する。

Step3:有 限要素解析を行 う。

Step4:解 析結果より誤差評価を行 う。

Step5:誤 差が希望許容誤差を満足していれば終了。ま

たは,ア ダプティブ反復回数が定められた回数を

超えた場合終了。それら以外であれば物体構成頂

点バブルの半径を決定し,Step6へ｡

図1バ ブ ル シ ス テ ム を 用 い た 要 素 分 割 の 概 要

Fig.1. Simplified flow chart

図2バ ブ ル シ ス テ ム を 用 い た 要 素 分 割 の 概

念 図

Fig.2. Images of meshing procedure

Step6:Step5で 決まった頂点バブルの半径を用いて,バ

 ブルシステムを用いた有限要素 自動分割を行 う。

Step3へ｡

 このように,誤 差が希望許容誤差を満足するまで解析

領域全体の要素再分割を行 う。

 Step4の 誤差評価法, Step6の バブル半径決定法につい

ては,次 節および次々節で述べる。また,Step5の 終了

条件において,ア ダプティブ反復回数を定められた回数

までしか行わない理由は,解 析領域内に物理量が急激に

変化するような特異点を含む場合,要 素再分割を行って

も希望許容誤差を満足できず,ア ダプティブ反復のルー
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プ が 無 限 に な る可 能性 が あ る た め で あ る。 なお,本 シ ス

テ ム で は5回 と してい る。

 4.誤 差 評 価 法

 本 手 法 で 用 い る誤 差 評 価 法 は,要 素 ご との 評 価 が 可能

で シ ンプル なZienkiewiczとZhuの 方 法(1)を 用 い る。 こ

の方 法 は,要 素 ご との 誤 差 を評 価 す る こ とがで きる ので,

要 素 サイ ズ を変 更 す る提 案 法 に適 した誤 差 評 価 法 とい え

る。(1)式 で計 算 す る要素iの 誤 差 エ ネル ギー〓Ee〓 を評

価 に用 い る。

(1)

こ こで,BQは,磁 束 密 度値 の真 値, Beは, B=▽ ｘA

よ り求 ま る磁 束 密度 で あ り,vは,磁 気抵 抗 率, SEは,要

素eの 面積 で あ る。

 と ころで,一 般 に真値Beは,不 明 で あ る。 そ こで,以

下 に 示 す よ うにBeを 平 均 操 作す る こ と に よ り求 ま る値

をBeと して使 用 す る。 この よ うに して 求 ま るBeは, Be

よ り,精 度 が高 い こ とが 知 られ て い る(8)。 まず,(2)式 を

用 い て節 点2の 磁 束密 度 を求 め る。

(2)

ここで,Mは,節 点iを 共有する同一物質の要素の個数

である。そ して,あ る要素e内 の磁束密度Beは,要 素

を形成する節点の磁束密度Biを 用いて,次 式で定義で

きる。

(3)

ここで,π は三角形要素のとき3,四 面体要素のとき4,

Niは 要素の補間関数Biは(2)式 で求まる節点iの 磁束

密度である。

 各要素ごとの誤差は(1)式 で求まり,解 析領域全体の

平均相対誤差 ηrは次式で求める。

(4)

(5)

ここで,NEは,全 要素数である。

 5.頂 点バブルの半径決定法

 要素分割法として,バ プルシステムを用いた要素分割

法を用いるために,物 体構成頂点の頂点バブルの半径を

誤差評価から決定す る。(4)式 を用いて誤差評価 した場

合,π 回目 の 解 析 に 用 い た要 素eの 最 長 辺 の 長 さ をheold

と した 時,n+1回 目の 解析 で希 望 許 容 誤 差 を満 足す るた

め に は,要 素eの 最 長 辺 の長 さhenewを 次 式 の よ うに決

めれ ば よい(1)。 ただ し解 析 結 果 が,特 異点 の影 響 を受 け

な い とす る。

(6)

(7)

(8)

(9)

ここで,Pと η8は,そ れぞれ内挿関数の次数及びユーザー

が与える希望許容誤差である。なお,(9)式 は,全 ての要

素の許容誤差が η、に等 しいことを示している。

 (6)式 を用いることにより,n+1回 自の解析で希望許

容誤差を満足するように要素サイズを細かくすることが

できる。しかし,こ の方法では,希 望許容誤差が小さく,

しかもn回 目の要素分割が極端に粗いときには,η+1

回目分の要素サイズが細かくなり過ぎ,要 素数が必要以

上に増えるという問題点がある(7)。また,磁 界解析の場

合,物 理量の変化が小さい空気領域も考慮 しなければな

らない。

 以上のことを考え,こ こでは頂点バブルの半径を以下
のように決定することを提案する。

 希望許容誤差は解析領域全体に亘って均一である必要

はない。すなわち,磁 束密度の高いところの誤差は小さ

く,磁 束密度の低いところの誤差は大きくても工学的に

は問題はない。ここでは,各 要素の磁束密度の大きさに

従って,η8を 自動的に決定する方法を提案する。このよ

うに磁束密度の大きさを考慮すると,磁 束密度が小さい

領域では誤差が多少あるとしてもバブルの半径が大きく

求まり,逆 に磁束密度が大きい領域はバブルの半径が小

さく求まる。以下にその決定方法を示す。

(10)

(11)

こ こで,ηrは,(4)式 で求 ま る現 在 の要 素 分 割 に お け る

平均 相 対誤 差,Bmaxは,要 素 の磁 束 密 度Beの 最 大値 で

あ る。 ま た,磁 界 解析 にお いて,誤 差 の 大 き い と ころだ

け で な く,磁 束密 度 の値 が大 き く,磁 気 ベ ク トル ポ テ ン

シ ャル の変 化 の 激 しい とこ ろ も要 素 を細 か く した い とい

う要 求 が あ る。 そ こで,磁 束 密 度 の 大 きい 要 素 に 関 して

は,(8)式 の 平 均 エ ネル ギ ー を使 わ ず に ,(12)式 で求 ま

る局所 エ ネ ル ギー を 用 い る。
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図3 2次 元 適 用 モ デ ル(単 位:mm)

Fig.3.2D application model(mm)

(12)

なお,次 式 を満 足 す る要 素 につ い て は,(12)式 を用 い る。

(13)

ここで,0.8は 経 験 的 に決 めた 。

以 上 の よ うに して,n+1回 目の要 素 サ イ ズ が決 ま る

と,頂 点2上 の バ ブル の半 径 は,頂 点2を 共有 す るM個

の 要素 よ り,次 式 で決 定 す る。

(14)

ここで,min(x1,･･･,xM)は,x1,…,xMの 中から,そ の最

小値を返す関数である。

 (14)式 を用いる理由は,バ ブルシステムが,隣 接する
バブルの半径は,急 激に変わることは無く,バ ブルの移

動が収束した時に,2つ のバブルは互いに近接 した状態

と考えることができ,要 素の一辺が,2つ のバブルの中

心距離で構成されているからである。

 このように頂点バブルの半径を決定することによって,

誤差と磁束密度を考慮し,希 望許容誤差を満足するアダ

プティブ分割が行える。また,バ ブルシステムを用いて

いるため,要 素の大きさは連続的に変化し,得 られる要

素形状も歪みの少ないものになっている。

 6. 適用例

 本手法の有用性を示すために,2次 元場および3次 元

場のモデルに適用 した。

 〈6・1>2次 元場モデル  図3に 示す鉄心とコイル

のあるモデルに希望許容誤差10%を 与え,本 手法を適用

した。

 初期分割を図4(a),ア ダプティブ分割1回 目,2回 目の

分割結果をそれぞれ同図(b),(c)に 示す。また,相 対誤

差8%が 得 られた分割図4(c)を 用いて磁場解析を行なっ

たときの磁束密度分布,磁 束線図を図5に 示す。図4の

各分割図の節点数,要 素数,相 対誤差を表1に 示す。

図4 ア ダ プ テ ィ ブ 分 割 結 果

Fig.4. Adaptive division map

表1分 割 結 果 デ ー タ

Table 1. Data of division maps
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図5 磁 束 密 度 分 布 と磁 束 線

Fig.5. Magnetic flux density distribution and

magnetic flux lines

図6 3次 元 適 用 モ デ ル(単 位:mm)

Fig.6.3D application model(mm)

 図4(c)の 結果は,図4(a)の 初期分割形状に依存 しな
い要素再分割が行われていることがわかる。また,図5

と図4(c)か ら,物 理量変化が激 しい鉄心と空気領域の境

界付近で非常に細かい要素が作成 されてお り,要 素の粗

密分布が非常になめらかに作成されている。

 <6・2>3次 元場モデル  図6に 示すような鉄心,コ

イル,ア ル ミ板からなる3次 元場モデル(電 気学会モデ

ル(9))の1/8領 域に本手法を適用 した結果を示す。作成

された要素形状の評価を,(15)式 で求まるQの 値を用い

た。このQの 値が1に 近いほど形状のよい正四面体に近

く,0に 近ければ扁平な四面体である。

(15)

 初期分割および希望許容誤差を満足 した分割結果をそ

れぞれ図7(a)お よび(b)に 示す。なお,ア ダプティブ反

復回数は3回 であった。また,希 望許容誤差を満足した

分割結果の鉄心付近の拡大図と磁束密度分布をそれぞれ

図8(a),(b)と(c)に 示す。図7(a),(b)の それぞれの節

点数,要 素数,Qの 平均値,相 対誤差を表2に 示す。

図7 ア ダ プ テ ィ ブ 分 割 結 果

Fig.7. Adaptive division map

表2 分 割 結 果 デ ー タ

Table 2. Data of division maps

 図7(b)の 分割結果より,こ れが初期分割に依存してい

ないことがわかる。また,表2よ りQの 平均値が約0.83

であり,形 状のよい要素が作成されていることがわかる。

また,鉄 心端点付近の磁束が鉄心から出る部分では,磁

束密度が高くなってお り,空 気領域との物理量変化が激

しいため,細 かい要素分割が行われていることがわかる。

 7. まとめ

 本論文では,バ ブルシステムを用いたアダプティブ分

割法を提案し,大 域的に要素再分割を行 うことによって,

従来問題となっていた要素再分割の際に,そ の形状が初

期分割に依存し,形 状が劣化 していく問題を解決 した。

そして,希 望許容誤差を満足 し,磁 束密度の大きさと誤
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図8 拡 大 図 と 磁 束 密 度 分 布

Fig.8. Zoom map and flux density distribution

差を考慮した要素分割を自動的に得ることができた。こ

のように本提案法の有用性は明らかであるが、他の手法

と比べた場合の優位性を客観的に評価するには、数値的

な評価が必要である。すなわち、最終解の精度、最終解

を得るまでの計算時間などの評価が必要であり、この点

に関しては今後の検討課題 とする。

 (平成11年3月25日 受付,同11年6,月9日 再受付)
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