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Tаtјана Аtанасова-Pачемска / Годишен зборник 3-4 (2003/2004) 

 

 

 

ПРЕСЛИКУВАЊА КОИ СЕ ПОМЕЃУ НЕПРЕКИНАТИ 

И РАМНОМЕРНО НЕПРЕКИНАТИ 

 
Abstract: The uniformly approachable functions introduced by A.Berarducci, 

D.Dikranjan and J.Pelant, are defined by a property stronger than continuity and weaker 

than uniform continuity. They are a common generalization of uniformly continous 

functions and perfect functions. 

In this paper we define uniformly approachable maps and  develop some basic 

tools for the study of  these maps. 

 

Key words: uniformly approachable map, metric space, approximation. 

 

Нека YX ,  се метрички простори и YXf :  е непрекинато 

пресликување. 

 

Дефиниција 1:  

1) За XMK ,  ќе кажеме дека YXg :  е  MK , - 

апроксимација на f  ако g  е рамномерно непрекинато пресликување 

така што     MfMg   и    xfxg  , за секое Kx . 

2) Пресликувањето f  е рамномерно апроксимабилно ако f  

има  MK ,  - апроксимација за секое компактно множество XK   и 

секое множество XM  . 

 3) Пресликувањто f  е слабо рамномерно 

апроксимабилно, ако f  има   M,x  апроксимација, за секое 

Xx  и секое XM  . 

 

Класата од сите рамномерно непрекинати пресликувања 

YXf :  ќе ја означуваме со  YXCuc , , класата од сите 

рамномерно  апроксимабилни пресликувања YXf :  ќе ја 

означуваме со  YXCua ,  и класата од сите слабо рамномерно 

апроксимабилни пресликувања YXf :  ќе ја означуваме со 

 YXCwua , .  
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Лема 1: Секое рамномерно непрекинато пресликување 

YXf :  е рамномерно  апроксимабилно . 

Доказ: Нека K  е компактно подмножество од X  и XM  . 

Тогаш пресликувањето YXg :  дефинирано со: 

    Xxxfxg  ,  

е рамномерно непрекинато и е  MK ,  - апроксимација за f . 

  

Лема 2: Секое рамномерно апроксимабилно пресликување 

YXf :  е слабо рамномерно апроксимабилно. 

Доказ: Нека YXf :  е рамномерно апроксимабилно. 

Тогаш постои рамномерно непрекинато пресликување YXg :  

така што за секое компактно множество XK   и за секое 

множество XM  , g  е  MK ,  - апроксимација на f . Но, за секое 

Xx ,  x  е компактно, па g  е   Mx ,  - апроксимација на f . 

 Значи, f  е слабо рамномерно апроксимабилно 

пресликување.  

 

Лема 3: Секое слабо рамномерно апроксимабилно 

пресликување YXf :  е непрекинато. 

Доказ: ( Аналоген на доказот на теоремата 2.1 од  4 ) 

Од лема 1, 2 и 3 се добива точноста на следните инклузии: 

       YXCYXCYXCYXC wuauauc ,,,,         (1) 

 

 Понатаму, ќе бидат разгледани можни еднаквости во 

(1), за различни простори X  и Y . 

 

2. Основни резулtаtи 

 

Лема 2.1: Нека     1,,, dYdX  и  2,dZ  се метрички простори 

и нека YXf :  и ZYg :  се рамномерно непрекинати 

пресликувања. Тогаш и композицијата ZXfg :  е рамномерно 

непрекинато пресликување. 

Доказ: Нека  Xxx 21, ,    2211 , xfyxfy                         

(1) 
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  ZYg :  е рамномерно непрекинато, па за 

произволен 0 , постои 01   така што е исполнето: 

         2121211 ,, ygygdyyd . 

YXf :  е рамномерно непрекинато, па за претходно 

избраниот 01  , постои 0  така што  

       121121 ,,   xfxfdxxd . 

Имајќи го во предвид  условот (1), добиваме: 

За  претходно избраниот 0 , постои 0  што е исто така 

претходно избран, така што 

           2121 ,, xfgxfgdxxd . 

  Значи, ZXfg :  е рамномерно  непрекинато 

пресликување. 

 

Теорема 2.2:Композиција од рамномерно апроксимабилни  

пресликувања ерамномерно апроксимабилно пресликување. 

Доказ: Нека YXf :  и ZYf :'  се рамномерно 

апроксимабилни пресликувања. 

Нека  XK   е компактно и XM  . 

  Тогаш  Kf  е компактно подмножество од Y . 

 Нека YXg :  е  MK ,  - апроксимација за f  и ZYg :'  

е     MfKf ,  - апроксимација за f  . 

Тогаш    xfxg  ,      xffxfgKx `'   i  за секој 

)()( Kfxf  . 

Имаме: 

))('())(('))(('))(('))('( xffxffxfgxggxgg   , за секој 

.Kx  

Значи gg '  се совпаѓа со ff `  на K . 

   MfMg   и      MffMfg `'   

па се добива дека          MffMgg  `'   

 Од лема 2.1,  gg '  е рамномерно непрекинато, како 

композиција на две рамномерно непрекинати пресликувања. 

 Значи gg '  е  MK , -апроксимација на ff ` , па 

ff `  е рамномерно апроксимабилно пресликување. 
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Теоремата 2.2. важи и за слабо рамномерно апроксимабилни 

пресликувања. За да се докаже теоремата за слабо рамномерно 

апроксимабилни пресликувања, доволно е во претходниот доказ, K  

да се замени со  множеството  x  кое е компактно. 

 

Теорема 2.3: Нека F  е подмножество од метрички простор 

X . Ако RXf :  е  рамномерно апроксимибилна функција (или 

слабо рамномерно апроксимабилна), тогаш таква е и рестрикцијата  

RFf F : . 

Доказ: Нека RXf :  е рамномерно апроксимабилна 

функција, нека XF   и KFMK ,,   е компактно. Тогаш постои 

 MK ,  - апроксимација g  на f . 

   xfxg  , FKx   и    MfMg   за FM   

 па Fg  е  MK ,  - апроксимација на Ff . 

 

 Познат е резултатот дека секоја непрекината функција 

RRf :  е рамномерно апроксимабилна  4 . 

 Во следната теорема  ова својство се обопштува. 

 

Теорема 2.4: Ако X  е рамномерен простор, тогаш секоја 

непрекината функција XRf :  е рамномерно апроксимабилна. 

Доказ: Нека RK   е компактно и RM   е произволно 

множество. Избираме интервал  ba,  што го содржи K  на следниот 

начин: 

i) или Ma  или  Ma ],(  

ii) или Mb  или  Mb ),[  

Нека  baRr ,:   е ретракција т.е. 

 
 

















bxb

axa

baxx

xr

,

,

,,

 

Функцијата r е рамномерно непрекината функција. 

Дефинираме функција: 

  rfg ba , , XRg :  
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g  е рамномерно непрекината функција како композиција од 

две рамномерно непрекинати функции. 

За  baKx ,  имаме: 

      xfxrfxg ba  ],[  т.е. g  се совпаѓа со f  на K . 

 Ќе покажеме дека    MfMg  . 

1) Нека Mx  и  bax , . Тогаш : 

           xfxfxrfxg baba  ,,  

2) и) Нека ax   и Ma . Тогаш: 

           Mfafxrfxg baba  ,,  

ии) ax   и  Ma ],( . Овој случај не е можен. 

Аналогно, се дискутира за bx   и Mb . 

Добиваме дека    MfMg  . 

Значи g  е  MK ,  - апроксимација на f  т.е. XRf :  е 

рамномерно апроксимабилна функција. 

 

 Следната теорема ни претставува критериум за 

проверка на слаба апроксимабилност на функции. 

  

Теорема 2.5: Нека  ,X  е сепарабилен метрички простор и 

RXf :  е непрекината функција. Ако постои непреброиво 

множество RY   така што  yf 1  е непразно и сврзано за секое 

Yy  и      0, 11   yfxf , за секој Yyx , , тогаш f  не е слабо 

рамномерно апроксимабилна функција. 

Доказ: Нека RY   е непреброиво. Ќе претпоставиме дека 

 YfX 1 . Ова можеме да го направиме бидејќи ако тврдењето го 

покажеме за  Yf 1 , тогаш, според теоремата 2.3. ќе важи за секој 

простор  YfX 1 . 

Нека XD  е преброиво секаде густо множество во X  и 

нека   DffM 1 .  

Бидејќи    DDff 1  се добива дека MD  па и M  е 

секаде густо во X . 

 Уште повеќе: 
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          DfDfffMf  1  и 

          DfDfffMf  1  

па се добива дека    DfMf  . 

 Значи, XM   бидејќи  XfY   е непреброиво по 

услов на теоремата, а    DfMf   е преброиво. 

Тогаш, постои .\ MXx   

          MffDffffDffMx 1111    

па се добива дека    Mfxf  .            

   

Ќе покажеме дека f  нема   Mx ,  - апроксимација. 

Да претпоставиме спротивно, нека постои рамномерно 

непрекината функција RXg :   т.ш.    xfxg   и    MfMg  .  

Тогаш: 

   DfMg  . 

)(Df  е преброиво множество па  Mg  е нула-

димензионално. Тоа значи дека  Mg  е тотално несврзано т.е. сите 

компоненти на сврзаност на  Mg  се состојат најмногу од една 

точка. 

Нека Dd  е произволна точка. Тогаш компонентата 

   MdffCd  1  

е сврзана (по услов на теоремата) и  

       DfMfMgCg d   

па се добива дека g  е константна на секоја компонента на 

сврзаност  dC . 

 Тогаш, за   0 'dd
' C,C,Dd,d  (според условот на 

теоремата). 

 g  е рамномерно непрекината функција па сите овие 

константи се еднакви. (Ова е точно од теорема 6, дадена во  8 ). 

Тогаш,    Mfbxg M  . 

Но,    Mfxf    (заради   ),  па    xfbxg  . 

 Ова покажува дека g  не може да биде   M,x -

апроксимација на f .  
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Добивме дека RX:f   не е слабо рамномерно 

апроксимабилна функција што требаше да се покаже. 

 

Последица 2.6: Функцијата RR:h 2  зададена со 

  22 yxy,xh   не е слабо рамномерно апроксимабилна. 

Доказ: Ќе ја разгледаме функцијата     ,,
h

00
. Ако покажеме 

дека h  не е слабо-рамномерно апроксимабилна на     ,, 00 , 

тогаш од теорема 2.3 ќе следува дека RR:h 2  не е слабо 

рамномерно апроксимабилна на R . 

 Нека 








 axy,a,RaaY 20 . RY   и Y е 

непреброиво. 

Множеството     axyyxah  21 ,  е непразно и 

сврзано, за секој Ya . 

 Ја разгледуваме функцијата axy  2  на интервалот 

 ,0 . 

 За 0a , се добива дека 2xy  па графикот на оваа 

функција е правата  xy   на интервалот  ,0 . Ќе покажеме дека 

оваа права е коса асимптота на функцијата axy  2 , 0a . 

1
2




 x

ax
lim

x
 и 

  0lim 2 


xax
x

. 

па xy   е коса асимптота за функцијата axy  2  . Значи 

за секое 0a , графиците на функциите axy  2  се доближуваат 

до правата xy   па растојанието 

     Ya,a,xh,ah  
212

1
1

1 0 . 

 Покажавме дека се исполнети условите од теорема 2.5 

па функцијата     ,,
h

00
 не е слабо рамномерно апроксимабилна. 

Тогаш и функцијата RR:h 2  не е слабо рамномерно 

апроксимабилна. 
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График на функцијата axy  2 , за некои вредности на a  

 

Во  4  е покажан резулатот  дека секоја совршена функција 

RR:f n   е рамномерно апроксимабилна. Со следниот пример, ќе 

покажеме дека оваа теорема не може да се обопшти за совршените 

функции 22 RR:f  . 

 

Пример 2.7: Функциите RR:g,f 2  зададени со 

формулите   2xy,xf   и   2yy,xg   се рамномерно 

апроксимабилни, додека совршената функција   22 RR:g,fH   

не е слабо рамномерно апроксимабилна. 

Доказ: Функцијата   2xy,xf   е рамномерно 

апроксимабилна, како композиција од рамномерно непрекинатата 

функција   xy,xf,RR:f  1
2

1  и рамномерно апроксимабилната 

функција   2
22 xxf,RR:f  . (според теорема  2.4) 

 Аналогно,   2yy,xg   е рамномерно апроксимабилна 

функција. 
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Функцијата RR:h 2  зададена со   22 yxy,xh   не е 

слабо рамномерно апроксимабилна (обработена е во претходната 

последица), а таа е добиена како композиција од функциите 
22 RR:H   и RR:h 2

1 ,   yxyxh ,1  која е рамномерно 

непрекината. Тогаш, од теорема 2.2, H  не може да биде слабо 

рамномерно апроксимабилна. 

Претходниот пример покажува дека пресликувањето 

  ZYX:g,fH   не мора да биде слабо рамномерно 

апроксимабилно, иако и YX:f   и ZX:g   се рамномерно 

апроксимабилни. 

 

Забелешка: Ако X е метрички простор, тогаш ),( RXC е 

линеарен тополошки простор, а ),( RXCuc  е негов потпростор. 

Примерот 2.7 и последицата 2.6. покажуваат дека класите на 

рамномерно апроксимабилни пресликувања ),( RXCua  и на слабо 

рамномерно апроксимабилни пресликувања ),( RXCwua  не се 

затворени во однос на операцијата собирање на функции. 
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