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Jasmina Veta Buralieva

ASIMPTOTSKA ANALIZA NA DISTRIBUCII SO
KORISTEǋE INTEGRALNI TRANSFORMACII

I RAMKI
− doktorska disertacija −

Apstrakt:
Vo ovaa doktorska disertacija napravena e karakterizacija

na nekoi asimptotski odnesuvaǌa na odredeni distribucii preku
asimptotikata na nasoqenata kratkovremena Furjeova transfor-
macija i Stokvelovata transformacija. Pokraj ova, analizirani
se i nekoi obopxteni asimptotiki na temperiranite distribucii
vo odnos na polinomno lokalizirani ramki.

Doka�an e Abelov rezultat koj ja povrzuva kvaziasimptotska-
ta ograniqenost na temperiranite distribucii so kvaziasimp-
totskata ograniqenost na nivnata nasoqena kratkovremena Fur-
jeova transformacija. Isto taka, doka�ani se nekolku Abelovi
i Tauberovi teoremi koi go karakteriziraat kvaziasimptotskoto
odnesuvaǌe na temperiranite distribucii preku nivnata nasoqe-
na kratkovremena Furjeova transformacija so fiksna nasoka.

Analizirana e neprekinatosta na Stokvelovata transforma-
cija i Stokveloviot operator na sinteza nad prostorite od visoko
vremensko-frekvencisko lokalizirani funkcii nad R i R × (R \
{0}), soodvetno. Napravenata analiza ovozmo�i da ja proxirime
Stokvelovata transformacija nad prostorot od Lizorkinovi dis-
tribucii, S ′0(R), xto e va�en rezultat za naxata asimptotska
analiza. Doka�ani se nekolku Abelovi i Tauberovi teoremi koi
go povrzuvaat kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe na Lizorkinovite
distribucii so asimptotikata na nivnata Stokvelova transfor-
macija.

Razgledani se dualnite prostori na Frexeovi prostori do-
bieni kako proektivna granica na Banahovi prostori, specijalno,
prostorot od temperirani distribucii i napravena e topoloxka
karakterizacija na ovie prostori preku polinomno lokalizirani
ramki. Ovie rezultati se primeneti za doka�uvaǌe Tauberovi
teoremi koi go povrzuvaat kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe i kva-
ziasimptotskata ograniqenost na temperiranite distribucii so
asimptotikata na koeficientite od nivnite razvoi vo odnos na
polinomno lokalizirani ramki. Doka�ani se i Abelovi teoremi
koi go povrzuvaat kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe na temperirani-
te distribucii vo Furjeov domen so asimptotikata na nivnite
ramka-koeficienti.

Kluqni zborovi: distribucii, kvaziasimptotika, kvaziasimp-
totsko odnesuvaǌe, nasoqena kratkovremena Furjeova transforma-
cija, Stokvelova transformacija, polinomno lokalizirani ramki.
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ASYMPTOTIC ANALYSIS OF DISTRIBUTIONS USING
INTEGRAL TRANSFORMATIONS AND FRAMES

− doctoral dissertation −

Abstract:
In this doctoral dissertation, we characterize the asymptotic behavior of

certain distributions in terms of their directional short-time Fourier transform
and Stockwell transform. Also, we analyse some generalized asymptotics of
tempered distributions via polinomially localized frames.

We prove an Abelian type result that relates the quasiasymptotic bounded-
ness of tempered distributions to the quasiasymptotic boundedness of their
directional short-time Fourier transform. We also prove several Abelian and
Tauberian theorems that characterize the quasyasimptotic behaviour of tem-
pered distributions in terms of their directional short-time Fourier transform
with fixed direction.

We analyse the continuity of the Stockwell transform and the correspond-
ing synthesis operator on the spaces of highly localized test functions over
R and R× (R \ {0}), respectively. Using the obtained continuity results we
extend the Stockwell transform on the space of Lizorkin distributions S ′0(R),
which is important result for our asymptotic analysis. We also prove several
Abelian and Tauberian theorems that relate the quasiasymptotic behavior
of Lizorkin distributions with the asymptotics of their Stockwell transform.

We consider the dual spaces of Fréchet spaces obtained as a projective
limit of Banach spaces, in particular, the space of tempered distributions,
and provide topological characterization of them via polynomially localized
frames. Further, we apply these results to prove Tauberian theorems that
characterize the quasiasymptotic behaviour and quasiasymptotic bounded-
ness of tempered distributions via coefficients based on polynomially localized
frames. Also, we provide Abelian theorems that relate the quasiasymptotic
behaviour of tempered distributions in Fourier domain with the asymptotics
of their frame coefficients.

Key words: distributions, quasiasymptotic behavior, quasiasymptotic
boundedness, directional short-time Fourier transform, Stockwell transform,
polinomially localized frames.
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Voved

Teorijata na distribucii nastanala kako rezultat na potre-
bata da se najde pravilen matematiqki pristap i aparat preku
koj ḱe se opredelat matematiqkite rexenija na modelite na razni
procesi, koi ne bile pravilno i jasno matematiqki zasnovani. Is-
tra�uvaǌata na matematiqarite i fiziqarite vo XIX vek dovele
do zakluqok deka funkciite i operaciite so niv od klasiqnata
analiza ne se dovolni za postavuvaǌe i rexavaǌe matematiqki
modeli koi opixuvaat fenomeni od prirodata. Na primer, intu-
itivnata primena na dobro poznatata Dirakova delta ”funkcija”,

δ(x) =

{
0, x 6= 0
∞, x = 0

i
∫ ∞
−∞

δ(x)dx = 1,

voobiqaeno davala pogrexni zakluqoci. Od druga strana pak, vo
in�enerstvoto se pojavila potreba da se definira najxirokata
klasa od funkcii vo koi Laplasovata i Furjeovata transforma-
cija se dobro definirani. Kako rezultat na ovie potrebi i sogle-
duvaǌa, imalo mnogu obidi za obopxtuvaǌe na poimot funkcija,
od koi najznaqajno mesto imaat rezultatite na Sobolev. Od druga
strana pak, Xvarc (L. Schwartz) prv publikuval sistematizirana
teorija za edna klasa od obopxteni funkcii (distribucii), [87].

Postojat nekolku pristapi kon teorijata na distribucii, no
nie ḱe go razgleduvame i koristime pristapot na Xvarc-Sobolev,
kade teorijata na distribucii e vovedena kako del od dualnata
teorija na lokalno konveksni prostori. Ona xto e zaedniqko za
site pristapi kon teorijata na distribucii e faktot deka dis-
tribuciite nemaat vrednost vo dadena toqka, kako xto e sluqaj so
funkciite, pa poradi toa tie se nareqeni obopxteni funkcii. Lo-
jaxeviq (S. Lojasiewicz) [52, 53] e prviot koj dal definicija za vred-
nost na distribucija vo toqka. Baraǌata na modernata matema-
tika i matematiqkata fizika potiknale da se iskoristat ideite
od klasiqnata asimptotska analiza vo teorijata na obopxtenite
funkcii i obratno.
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Vo izminatite pet decenii, brojni definicii za asimptot-
sko odnesuvaǌe na distribucii (t.n. obopxteni asimptotiki) bi-
le elaborirani i primeneti na konkretni problemi vo primene-
tata matematika i matematiqkata fizika. Golem del od ovie te-
orii i nivnata primena mo�at da se najdat vo [21, 63, 65, 100].
Najiskoristeni obopxteni asimptotiki se: kvaziasimptotikata,
Qezarovoto odnesuvaǌe i S-asimptotikata. Kvaziasimptotikata
pretstavuva prirodno obopxtuvaǌe na poimot vrednost na dis-
tribucija vo toqka (vo smisla na Lojaxeviq), a Qezarovoto odne-
suvaǌe pretstavuva specijalen sluqaj na kvaziasimptotskoto odne-
suvaǌe. Motivacijata za voveduvaǌe na poimot kvaziasimptotika
poteknuva od teoretskite praxaǌa koi proizlegle od teorijata
na kvantni poliǌa, kade podocna bil efektivno primenet, [16,
17, 100, 103]. Kvaziasimptotskata teorija e vovedena i razviena
od Vladimirov, Dro�inov i Zavialov [100], a golem pridones
vo nejziniot razvoj dal i Pilipoviḱ i negovite sorabotnici [57,
58, 60, 61, 63, 65, 93, 94, 96], dodeka S-asimptotikata bila vove-
dena od Pilipoviḱ i Stankoviḱ, [59, 60, 61, 63, 65]. Izuquvaǌeto
na strukturnite teoremi vo kvaziasimptotskata analiza sekogax
bilo od golem interes, [53, 60, 63, 93, 94, 98, 100]. Vladimirov i
negovite sorabotnici gi dale prvite obopxteni strukturni teo-
remi [100], dodeka Pilipoviḱ, Stankoviḱ i Vindas (J. Vindas) [60,
63, 65, 93, 94, 98] dale kompletna strukturna karakterizacija na
kvaziasimptotikite na Xvarcovite distribucii (vo edna dimen-
zija).

Obopxtenite asimptotiki dosega se primeneti vo ispituvaǌe
na asimptotskoto odnesuvaǌe na poveḱe integralni transformacii:
Furjeovata, Laplasovata, Stiltjesovata, Vaerxtrasovata, Meli-
novata, vejvlet, kratkovremenata Furjeova (short-time Fourier trans-
form), ridglet, Radon transformacija. Golem broj rezultati od Abe-
lov i Tauberov tip za ovie vidovi transformacii mo�e da se naj-
dat vo [43, 44, 45, 47, 58, 63, 64, 70, 71, 78, 80, 83, 84, 85, 99]. Vo
[42] mo�e da se najdat poveḱe detali za Abelovata i Tauberova-
ta teorija. Poimot Abelova ili direktna teorema, voobiqaeno
se odnesuva na onie rezultati koi davaat asimptotski informa-
cii po izvrxuvaǌeto na integralnata transformacija na obopx-
tenata funkcija. Dodeka Tauberova teorema e ”obratna” teore-
ma na Abelovata, vo koja voobiqaeno e potrebna dopolnitelna
pretpostavka, takanareqena Tauberova hipoteza. Tauberovite re-
zultati voobiqaeno se mnogu potexki za poka�uvaǌe vo sporedba
so Abelovite.
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Vo ovaa doktorska disertacija napravena e karakterizacija
na nekoi asimptotski odnesuvaǌa na odredeni distribucii preku
asimptotikata na nasoqenata kratkovremena Furjeova transfor-
macija i Stokvelovata transformacija. Pokraj ova, analizirani
se nekoi obopxteni asimptotiki na temperiranite distribucii
vo odnos na polinomno lokalizirani ramki.

Vo prvata glava od doktorskata disertacija daden e kratok
pregled na poznati rezultati od teorijata na distribucii, obopx-
teni asimptotiki i teorijata na ramki koi se koristat vo is-
tra�uvaǌata vo ramki na doktorskata disertacija. Definirani
se razliqni prostori od osnovni (test) funkcii i nivnite sood-
vetni dualni prostori (prostori od distribucii). Isto taka,
izlo�ena e del od teorijata na pravilno promenlivi funkcii vo
nula i vo beskoneqnost, koi imaat centralna uloga vo asimptot-
skata analiza na distribucii. Osven definiciite za kvaziasimp-
totsko odnesuvaǌe i kvaziasimptotska ograniqenost dadeni se i
najva�nite teoremi i tvrdeǌa preku koi se opixani osobinite
na ovoj vid asimptotiki na distribucii. Na krajot, definirani
se osnovnite poimi i teoremi od teorijata na ramki koi gi ko-
ristime vo glava 4, a ilustrirana e i idejata za definiraǌe na
poimot ramka vo Hilbertov, Banahov i Frexeov prostor.

Grafakos (L. Grafakos) i Sansing (C. Sansing) vo [29] ja davaat
idejata za lokalizacija na informacijata ne samo vo vreme i
frekvencija, tuku istovremeno i vo nasoka, so toa xto definiraat
”quvstvitelna” varijanta na kratkovremenata Furjeova transfor-
macija vo odnos na nasokata, koja tie ja narekuvaat nasoqena krat-
kovremena Furjeova transformacija (directional short-time Fourier
transform ili kratko DSTFT). Nekolku godini podocna Giv (H. Giv)
vo [28] dal malku porazliqna varijatna na ovaa nasoqena kratkovre-
mena Furjeova transformacija, od koja bile inspirirani avtorite
na [81], proxiruvajḱi ja ovaa transformacija nad prostorot od
temperirani distribucii S ′(Rn). Od druga strana pak, so cel da
se vovede i analizira nasoqen branov front (directional wave front)
za temperirani i eksponencijalni distribucii, vo [4] e defini-
rana nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija so fiksna
nasoka nad prostorot od kvadratno integrabilni funkcii, a raz-
gledano e i nejzinoto proxiruvaǌe nad prostorot od temperirani
i eksponencijalni distribucii.

Vo glava 2 od ovaa doktorska disertacija napravena e karak-
terizacija na asimptotskite osobini na distribuciite preku niv-
nata nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija. Pritoa,
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dobien e Abelov rezultat koj ja povrzuva kvaziasimptotskata ogra-
niqenost na temperiranite distribucii so kvaziasimptotskata
ograniqenost na nivnata DSTFT, a doka�ani se i nekolku Abelovi
i Tauberovi teoremi preku koi e napravena karakterizacija na
kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe na temperiranite distribucii vo
odnos na nivnata DSTFT so fiksna nasoka.

Vo izminative nekolku decenii kratkovremenata Furjeova
transformacija (STFT) i vejvlet transformacijata bile inten-
zivno istra�uvani. Literatura koja najmnogu e povrzana so ovaa
problematika i koja najmnogu se citira se knigite na Grohening
(K. Gröchening) [31] i Holxnajder (M. Holshnajder), [36]. Zaradi toa
xto STFT e definirana za fiksen prozorec g, se poka�alo deka
ovaa transformacija ima slabo vremensko-frekvenciska rezolu-
cija. Korekcijata na ovoj nedostatok bila ideja za voveduvaǌe na
vejvlet transformacijata. Vremensko-frekvenciskata reprezenta-
cija otkriena od strana na Stokvel vo [89] pretstavuva hibrid po-
meǵu STFT i vejvlet transformacijata koja gi kombinira nivnite
dobri osobini. Ovaa transformacija e nareqena Stokvelova ili
S-transformacija, i istata se smeta kako frekvencisko zavisna
STFT ili kako korekcija na fazata na vejvlet transformacijata.

Vo glava 3 od ovaa doktorska disertacija napravena e celosna
analiza na Stokvelovata transformacija i Stokveloviot opera-
tor na sinteza nad prostorot od visoko vremensko-frekvencisko
lokalizirani funkcii nad R i R× (R \ {0}), soodvetno. Glavnite
rezultati se teoremite za neprekinatost nad ovie prostori koi ǹi
ovozmo�ija da ja definirame Stokvelovata transformacija nad
prostorot od Lizorkinovi distribucii, t.e. za elementite od
prostorot S ′0(R). Ova proxiruvaǌe ni ovozmo�i da napravime
asimptotska analiza na distribucii preku ovoj vid transfor-
macija. Pritoa doka�ani se nekolku Abelovi i Tauberovi teo-
remi koi go karakteriziraat asimptotskoto odnesuvaǌe na Li-
zorkinovite distribucii vo odnos na asimptotikata na nivnata
Stokvelova transformacija. Dobienite rezultati mo�e da bidat
iskoristeni kako efektivna lokaliziraqka alatka vo elektroteh-
nikata, geofizikata i mnogu drugi oblasti pri ispituvaǌe na
strukturata na golemi mno�estva na podatoci sobrani preku Stok-
velova analiza.

Ramkite kako obopxtuvaǌe na ortonormiranite bazi najprvo
bile vovedeni vo Hilbertov prostor, [18]. Pritoa bile napraveni
mnogu obidi za da se proxiri teorijata na ramki i vo drugi pros-
tori, pa kako rezultat na toa mnogu tipovi ramki, kako na primer
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Banahovi ramki [23, 24, 30], p-ramki [2], Xd-ramki [9], Frexeovi i
obopxteni Frexeovi ramki [67, 68, 69], se vovedeni i prouquvani
so cel da karakteriziraat razliqni funkcionalni prostori.

Grohening vo [32] go voveduva konceptot na lokalizirani ramki
vo odnos na Rizova baza. Ovaa osobina na lokaliziranost na
ramkata ovozmo�uva istata da bide proxirena od Hilbertov vo
soodvetniot Banahov prostor. Ova e mnogu va�no bidejḱi kon-
strukcijata na ramki vo Hilbertov prostor e mnogu poednostavna
od konstrukcijata na Banahova ramka. Glavniot rezultat na Gro-
hening e deka ramka-operatorot ja zaquvuva lokalizacijata i uxte
poveḱe deka soodvetnata dualna ramka gi poseduva istite osobini
na lokalizacija kako i originalnata ramka. Interesna alterna-
tiva za definiraǌe na lokalizacija na ramka e predlo�ena vo
[5], kade sporedbata so Rizova baza ne e potrebna i ovoj vid na
lokalizacija e nareqen vrodena ili samo-lokalizacija na ramka.
Trudot [5] sodr�i interesno istra�uvaǌe na soodvetnite koorbit
prostori za lokalizirani ramki i va�ni vrski meǵu niv.

Vo [67, 69] e voveden konceptot na pred-Frexeovi ramki i
Frexeovi ramki, a isto taka konstruirani se i reprezentacii
preku ramka vo Frexeov prostor i vo negoviot dualen prostor,
dobieni kako proektivna i induktivna granica na Banahovi pros-
tori. Uxte poveḱe, vo [68] se dadeni uslovite za razvoj vo red vo
opxt Frexeov prostor so koristeǌe na soodvetna lokalizirana
ramka. Potoa, avtorite na [68] ovie rezultati gi primenuvaat
i dobivaat razvoi vo odnos na ramka (ramka-razvoi) vo pros-
torot od temperirani distribucii i ultradistribucii vo odnos
na ermitska baza.

Edna od celite na istra�uvaǌe na ovaa doktorska disertacija
bexe i asimptotskata analiza na temperiranite distribucii pre-
ku koeficientite na polinomno lokalizirani ramki. So cel da go
prouqime kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe i kvaziasimptotskata
ograniqenost na temperiranite distribucii, vo poglavje 4.2. od
ovaa doktorska disertacija napravena e topoloxka karakterizaci-
ja na dualniot prostor na Frexeov prostor (specijalno na pros-
torot od temperirani distribucii) preku koeficientite od nivni-
te razvoi vo odnos na polinomno lokalizirani ramki. Poka�ano e
deka koeficient-operatorot pretstavuva topoloxki izomorfizam
pomeǵu Frexeoviot prostor i negovata slika, kako i pomeǵu dual-
niot prostor na Frexeoviot prostor i negovata slika. Isto taka,
va�na tehniqka alatka vo dokazite na naxite Tauberovi teoremi
vo poglavje 4.4. e i karakterizacijata na ograniqeni mno�estva i
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konvergencija na mre�i od temperirani distribucii preku koefi-
cientite od nivnite razvoi vo odnos na polinomno lokalizirana
ramka. Doka�ani se i Abelovi teoremi koi go povrzuvaat kvazi-
asimptotskoto odnesuvaǌe na temperiranite distribucii vo odnos
na koeficientite od nivniot razvoj preku polinomno lokalizirani
ramki vo Furjeov domen.

Ovaa doktorska disertacija sodr�i eden dodatok nasloven kako
”Poznati rezultati od realna i funkcionalna analiza”, vo koj se
dadeni osnovni poimi, oznaki, definicii i teoremi od realna i
funkcionalna analiza koi gi koristime vo ostanatite glavi od
doktorskata disertacija.



Oznaki

Ω otvoreno podmno�estvo od R

Cm(R) prostor od kompleksno vrednosni funkcii nad R
qii izvodi do m−ti red se neprekinati, m ∈ N0

C∞(R) prostor od beskoneqno diferencijabilni funkcii
nad Rn (glatki funkcii nad R)

Cm(Ω) prostor od kompleksno vrednosni funkcii nad Ω
qii izvodi do m−ti red se neprekinati, m ∈ N0

C∞(Ω) prostor od beskoneqno diferencijabilni funkcii
nad Ω (glatki funkcii nad Ω)

Cm
0 (Ω) potprostor od Cm(Ω) qii elementi imaat kompakten

nosaq vo Ω, m ∈ N0

C∞0 (Ω) potprostor od C∞(Ω) qii elementi imaat kompakten
nosaq vo Ω

Cm
0 (K) potprostor od Cm(Ω) qii elementi imaat nosaq koj

se sodr�i vo kompaktnoto mno�estvo K ⊂ Ω,m ∈ N0

C∞0 (K) potprostor od C∞(Ω) qii elementi imaat nosaq koj
se sodr�i vo kompaktnoto mno�estvo K ⊂ Ω,m ∈ N0

L1(R) prostor od apsolutno integrabilni funkcii nad R

L1
loc(R) prostor od lokalno integrabilni funkcii nad R

L2(R) prostor od kvadratno integrabilni funkcii nad R

7
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D(Ω) lokalno konveksen prostor C∞0 (Ω) (prostor od osnovni
ili test funkcii)

D′(Ω) prostor od neprekinati linearni funkcionali nad
D(Ω) (prostor od distribucii)

S(R) prostor od brzo opaǵaqki funkcii nad R

S ′(R) prostor od temperirani distribucii ili distribu-
cii so spor rast

S+(R) potprostor od S(R) koj gi sodr�i onie funkcii ϕ za
koi suppϕ̂ ⊂ [0,∞) (prostor od progresivni visoko lo-
kalizirani funkcii vo vremenski i frekventen domen

S−(R) potprostor od S(R) koj gi sodr�i onie funkcii ϕ za
koi suppϕ̂ ⊂ (−∞, 0] (prostor od regresivni visoko lo-
kalizirani funkcii vo vremenski i frekventen domen)

S0(R) prostor od Lizorkinovi test funkcii (prostor od vi-
soko lokalizirani funkcii vo vremenski i frekventen
domen)

S ′+(R) prostor od temperirani distribucii so nosaq koj se
sodr�i vo [0,∞)

S ′−(R) prostor od temperirani distribucii so nosaq koj se
sodr�i vo (−∞, 0]

S ′0(R) prostor od Lizorkinovi distribucii (dualen prostor
na prostorot S0(R))

H Hilbertov prostor

l2 prostor od beskoneqni nizi od realni (kompleksni)
broevi (cn)∞n=1 taka xto

∑∞
n=1 |cn|2 <∞

lpµ prostor od beskoneqni nizi od realni (kompleksni)
broevi (cn)∞n=1 so te�ini µ taka xto

∑∞
n=1 |cn|pµ(n)p <∞

E = (en)∞n=1, ramka za Hilbertov prostor H

CE operator na analiza (koeficient-operator) za ram-
kata E
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DE operator na sinteza za ramkata E

SE ramka-operator za ramkata E

S−1
E inverzen operator na ramka-operatorot SE

(ẽn)∞n=1 dualna ramka na ramkata (en)∞n=1 za Hilbertov
prostor H

(S−1
E (en))∞n=1 kanoniqno dualna ramka na ramkata (en)∞n=1 za Hil-

bertov prostor H

Ma operator na modulacija, Maf(·) = e2πia·f(·) (ili
Maf(·) = eia·f(·))

D 1
a

operator na dilatacija, D 1
a
f(·) = |a|f(a·)

Tb operator na translacija, Tbf(·) = f(· − b)

(f, ϕ)L2(Rn) skalaren proizvod pomeǵu f i ϕ vo prostorot L2(Rn),
(f, ϕ)L2(Rn) =

∫
Rn f(x)ϕ(x)dx

〈f, ϕ〉 dualno sparuvaǌe pomeǵu distribucijata f i test
funkcijata ϕ

F(f) = f̂ Furjeova transformacija na f

F−1(f) = f∨ inverzna Furjeova transformacija na f

Vgf kratkovremena Furjeova transformacija na f vo od-
nos na prozorec g

Wgf vejvlet transformacija na f vo odnos na prozorec g

DSgf nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija na
f vo odnos na prozorec g

D∗gF nasoqen operator na sinteza na F vo odnos na prozo-
rec g

DSg,uf nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija so
fiksna nasoka u na f vo odnos na prozorec g



Oznaki 10

D∗g,uF nasoqen operator na sinteza na F so fiksna nasoka u
vo odnos na prozorec g

Sgf Stokvelova transformacija na f vo odnos na prozo-
rec g

S∗gF Stokvelov operator na sinteza na F vo odnos na pro-
zorec g

c pravilno promenliva funkcija

L bavno promenliva funkcija



Glava 1

Osnovni poimi i poznati
rezultati od teorija na
distribucii i teorija na ramki

Ovaa glava e podelena na tri poglavja. Prvoto poglavje e pos-
veteno na prostorite od distribucii. Vo nego ḱe bide definiran
prostorot od osnovni ili test funkcii i negoviot dualen pros-
tor, t.e. prostorot od distribucii, a ḱe bidat dadeni i nekoi
va�ni osobini na ovie prostori. Ponatamu ḱe bidat razgledani
prostorite od distribucii vo koi rabotime: prostorot od brzo
opaǵaqki funkcii i negoviot dualen prostor, t.e. prostorot od
temperirani distribucii, kako i prostorot od Lizorkinovi test
funkcii i negoviot dualen prostor, t.e. prostorot od Lizorki-
novi distribucii. Vtoroto poglavje e posveteno na asimptot-
skata analiza na distribucii (obopxtena asimptotska analiza).
Vo ova poglavje ḱe bidat definirani kvaziasimptotikata (kvazi-
asimptotskoto odnesuvaǌe) i kvaziasimptotskata ograniqenost na
distribucii, kako i poimite pravilno i bavno promenlivi funk-
cii vo odnos na koi se razgleduvaat asimptotskite odnesuvaǌa na
distribuciite. Vo tretoto poglavje se izlo�eni osnovnite po-
imi i poznati rezultati od teorijata na ramki, koi ḱe ni bidat
potrebni pri asimptotskata analiza na temperiranite distribu-
cii preku polinomno lokalizirani ramki.

Nekoi od poimite, oznakite, definiciite i teoremite od re-
alna i funkcionalna analiza na koi se povikuvame vo ovaa glava
mo�at da se najdat vo dodatokot A na doktorskata disertacija.

11
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1.1. Prostor od distribucii

Vo ova poglavje ḱe dademe kratok voved vo teorijata na dis-
tribucii, potoqno ḱe se zadr�ime na onie aspekti koi se znaqaj-
ni za nivnata asimptotska analiza. Postojat poveḱe pristapi
kon teorijata na distribucii, no nie ḱe go sledime pristapot na
Xvarc-Sobolev, vo koj teorijata na distribucii e vovedena kako
del od dualnata teorija na lokalno konveksnite prostori ili poz-
nat kako funkcionalen priod. Detalna teorija za prostorot od
distribucii mo�e da se najde vo [3, 62, 87].

Najprvo ḱe bide prika�ana topoloxkata struktura na pros-
torot od osnovni ili test funkcii.

Neka Ω e otvoreno neprazno podmno�estvo od Evklidskiot pros-
tor R, snabden so voobiqaenata topologija. Ω e potprostor od R
so inducirana topologija od R qii otvoreni mno�estva se is-
tovremeno otvoreni i vo R. Sekoe kompaktno podmno�estvo od Ω
e kompaktno i vo R, bidejḱi familijata od otvoreni mno�estva
koja go pokriva prostorot Ω e familija od otvoreni mno�estva i
vo R.

So Cm(Ω), m ∈ N0 ili m = ∞, go oznaquvame mno�estvoto od
kompleksno vrednosni funkcii definirani nad Ω qii izvodi do m-
ti red se neprekinati. Za m = 0 go dobivame mno�estvoto C0(Ω)
od neprekinati funkcii nad Ω, a za m = ∞ mno�estvoto C∞(Ω)
od beskoneqno diferencijabilni funkcii nad Ω (glatki funkcii).
Pritoa,

C∞(Ω) =
⋂
m≥0

Cm(Ω),

i va�at slednive inkluzii:

C∞(Ω) ⊂ · · · ⊂ Cm(Ω) ⊂ Cm−1(Ω) ⊂ · · · ⊂ C0(Ω).

Vo mno�estvoto Cm
0 (Ω), m ∈ N0 ili m = ∞, pripaǵaat onie

funkcii od Cm(Ω) koi imaat kompakten nosaq vo Ω. Od gornata
zabelexka za kompaktni mno�estva vo Ω sleduva deka Cm

0 (Ω) ⊂
Cm

0 (R), m ∈ N0 ili m = ∞. Neka f ∈ Cm
0 (Ω). Funkcijata g ja

definirame na sledniov naqin: g = f nad Ω i g = 0 nad R \ Ω.
Togax g ∈ Cm

0 (R) pripaǵa i na mno�estvoto Cm
0 (Ω) ako i samo ako

suppf ⊂ Ω.
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So voobiqaenite operacii sobiraǌe i mno�eǌe so kompleksen
broj, mno�estvata Cm(Ω) i Cm

0 (Ω) m ∈ N0 ili m =∞, se vektorski
prostori nad poleto kompleksni broevi C.

Neka K e kompaktno podmno�estvo od Ω. So Cm
0 (K), m ∈ N0 ili

m =∞, go oznaquvame potprostorot od Cm
0 (Ω) qii elementi imaat

nosaq koj se sodr�i vo K. Topologijata na prostorot C∞0 (K) e
definirana preku polunormite ρK,m(ϕ) =

∑
α≤m supx∈K |ϕ(α)(x)|, m ∈

N0, a mno�estvata VK,m = {ϕ ∈ C∞0 (K) : ρK,m(ϕ) < 1
ν
}, ν ∈ N, m ∈ N0

formiraat edna baza od okolini na nulata. Vektorskiot prostor
C∞0 (K) snabden so ovaa topologija e lokalno konveksen prostor
(vidi teorema A.0.8) koj se oznaquva so D(K). Lokalno konvek-
sniot prostor D(K) e Frexeov i boqvast prostor, [62, Teorema
1.3] (za definicija na lokalno konveksen topoloxki prostor, Fre-
xeov i boqvast prostor vidi definicija A.0.29, A.0.31 i A.0.25
vo dodatokot, soodvetno).

Ako K1 i K2 se dve kompaktni mno�estva takvi xto K1 ⊂ K2, to-
gax C∞0 (K1) ⊂ C∞0 (K2), i uxte topologijata vo D(K1) se poklopuva
so topologijata koja D(K2) ja inducira na D(K1). Za otvorenoto
neprazno podmno�estvo Ω ⊂ R mo�e da se konstruira niza {Kj}∞j=1

od kompaktni mno�estva za koi va�i Kj ⊂ Kj+1 i ∪∞j=1 Kj = Ω.

Ako identiqnite smestuvaǌa ijj+1 : C∞0 (Kj) → C∞0 (Kj+1) za ∀j ∈ N
se neprekinati, togax nizata {C∞0 (Kj)}∞j=1 se narekuva induktivna
niza, a prostorot

C∞0 (Ω) = ∪Kj⊂ΩC
∞
0 (Kj)

e induktivna granica na nizata od lokalno konveksni prostori
(D(Kj))

∞
j=1, a gi sodr�i site beskoneqno diferencijabilni funkcii

nad Ω so kompakten nosaq. Vektorskiot prostor C∞0 (Ω) snabden so
najfinata topologija za koja identiqnite preslikuvaǌa C∞0 (Kj)→
C∞0 (Ω) za ∀j ∈ N se neprekinati, se oznaquva so D(Ω), i e nareqen
prostor od osnovni ili test funkcii.

Vo narednata teorema se dadeni nekolku svojstva na prostorot
od test funkcii D(Ω).

Teorema 1.1.1. [62, Teorema 1.4] Neka Y e lokalno konveksen pros-
tor.

(i) Linearnoto preslikuvaǌe T : D(Ω) → Y e neprekinato ako
i samo ako preslikuvaǌata T : D(K) → Y se neprekinati za
sekoe kompaktno podmno�estvo K ⊂ Ω.

(ii) Mno�estvoto A ⊂ D(Ω) e ograniqeno ako i samo ako postoi
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kompaktno podmno�estvo K ⊂ Ω taka xto A ⊂ D(K) i A e
ograniqeno vo D(K)

(iii) Nizata (ϕn)∞n=1 od D(Ω) konvergira vo D(Ω) ako i samo ako
postoi kompaktno mno�estvo K ⊂ Ω taka xto nizata (ϕn)∞n=1

pripaǵa i konvergira vo D(K).

Za karakterizacija na ograniqeno mno�estvo od lokalno kon-
veksen prostor vidi go tvrdeǌeto A.0.6 vo dodatokot.

Vo [62, Teorema 1.5] e poka�ano deka sekoe zatvoreno i ograni-
qeno mno�estvo vo D(Ω) e kompaktno. Prostorot D(Ω) e boqvast i
Montelov prostor, [62, str. 27] (Montelov prostor e definiran
vo definicija A.0.37 vo dodatokot).

Neprekinat linearen funkcional nad prostorot od osnovni
funkcii, D(Ω) se narekuva distribucija. Prostorot od distribu-
cii e oznaqen so D′(Ω). Vsuxnost, distribucijata f e neprekinato
i linearno preslikuvaǌe od prostorot D(Ω) vo poleto na komplek-
sni broevi C, koe simboliqki mo�eme da go zapixeme kako

f : ϕ 7→ 〈f, ϕ〉, ϕ ∈ D(Ω).

Vo narednata teorema e daden potreben i dovolen uslov za da
eden linearen funkcional e distribucija.

Teorema 1.1.2. [62, Teorema 2.2] Linearniot funkcional f : D(Ω)→
C e distribucija ako i samo ako za sekoe kompaktno podmno�estvo
K ⊂ Ω postoi kontanta C > 0 i m ∈ N0 takvi xto za sekoe ϕ ∈ D(K)
va�i

|〈f, ϕ〉| ≤ CρK,m(ϕ). (1.1.1)

Neka za distribucijata f ∈ D′(Ω) postoi najmal broj m ∈ N0

takov xto (1.1.1) va�i za sekoe kompaktno mno�estvo K ⊂ Ω. To-
gax brojot m se narekuva red na distribucijata f , i distribuci-
jata f e od koneqen red m. Ako distribucijata f ne e od koneqen
red, togax velime deka f e od beskoneqen red.

Vo prostorot od distribucii D′(Ω) vovedeni se: slaba topolo-
gija τs, jaka topologija τb i topologija na kompaktna konvergen-
cija τk, [62, str.34]. Slabata topologija e definirana so slednava
familija od polunormi:

ρϕ(f) = |〈f, ϕ〉|, ϕ ∈ D(Ω); (1.1.2)

topologijata na kompaktna konvergencija e definirana so famili-
jata od polunormi:
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ρK(f) = sup{|〈f, ϕ〉|, ϕ ∈ K}, (1.1.3)

kade xto K e kompaktno podmno�estvo od D(Ω); i jakata (silnata)
topologija e definirana so familijata od polunormi:

ρB(f) = sup{|〈f, ϕ〉|, ϕ ∈ B}; (1.1.4)

kade xto B e ograniqeno podmno�estvo od D(Ω).

Tvrdeǌe 1.1.1. Prostorot od distribucii D′(Ω) e lokalno kon-
veksen prostor.

Dokaz: Bazata od okolini na nulata vo prostorot D′(Ω), vo odnos
na slabata topologija e familija od mno�estva vo oblik

Wε(ϕ1, ..., ϕr) = {f ∈ D′(Ω)||〈f, ϕj〉| ≤ ε, j = 1, ..., r} , ε > 0, (1.1.5)

kade xto {ϕ1, ..., ϕr} e koneqno podmno�estvo od D(Ω) (vidi [91, str.
197]).

Ḱe poka�eme deka Wε(ϕ1, ..., ϕr) e konveksno mno�estvo. Neka
ϕ ∈ D(Ω) e proizvolna test funkcija. Najprvo ḱe poka�eme deka
okolinata na nulata Wε(ϕ) = {f ∈ D′(Ω)||〈f, ϕ〉| ≤ ε, } , ε > 0 e kon-
veksno mno�estvo. Neka f, g ∈ Wε(ϕ), t.e.

f, g ∈ D′(Ω) i |〈f, ϕ〉| ≤ ε, |〈g, ϕ〉| ≤ ε. (1.1.6)

Prostorot od distribucii D′(Ω) e vektorski prostor vo odnos na
voobiqaenite operacii: sobiraǌe na distribucii, t.e. 〈f, ϕ〉 +
〈g, ϕ〉 = 〈f + g, ϕ〉, za f, g ∈ D′(Ω) i ϕ ∈ D(Ω), i mno�eǌe so skalar
c ∈ C, t.e. c〈f, ϕ〉 = 〈cf, ϕ〉, (vidi [62, str. 30]).

Pa, za f, g ∈ D′(Ω), ϕ ∈ D(Ω) i t ∈ [0, 1] imame t〈f, ϕ〉+(1−t)〈g, ϕ〉 =
〈tf, ϕ〉+ 〈(1− t)g, ϕ〉 = 〈tf + (1− t)g, ϕ〉, t.e. tf + (1− t)g ∈ D′(Ω) i uxte

|〈tf + (1− t)g, ϕ〉| = |〈tf, ϕ〉+ 〈(1− t)g, ϕ〉|
= |t〈f, ϕ〉+ (1− t)〈g, ϕ〉|
≤ t|〈f, ϕ〉|+ (1− t)|〈g, ϕ〉|
≤ tε+ (1− t)ε = ε.

Odnosno, tf + (1 − t)g ∈ Wε(ϕ), ϕ ∈ D(Ω), t ∈ [0, 1], ε > 0, t.e. Wε(ϕ) e
konveksno mno�estvo.

Sega, nekaWε(ϕ1),Wε(ϕ2), ...,Wε(ϕr) se konveksni mno�estva. Ne-
ka f1, f2 ∈ Wε(ϕ1)∩Wε(ϕ2), koe povlekuva deka f1, f2 ∈ Wε(ϕ1) i f1, f2 ∈
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Wε(ϕ2). Od konveksnosta na Wε(ϕ1) i Wε(ϕ2) imame deka za t ∈ [0, 1]
va�i

tf1 + (1− t)f2 ∈ Wε(ϕ1)

i
tf1 + (1− t)f2 ∈ Wε(ϕ2),

t.e.

tf1 + (1− t)f2 ∈ Wε(ϕ1) ∩Wε(ϕ2), ϕ1, ϕ2 ∈ D(Ω), t ∈ [0, 1], ε > 0,

koe povlekuva deka Wε(ϕ1)∩Wε(ϕ2) e konveksno mno�estvo. Ako sega
gi razgledame konveksnite mno�estva Wε(ϕ1) ∩Wε(ϕ2) i Wε(ϕ3) na
sliqen naqin se dobiva deka mno�estvoto Wε(ϕ1) ∩Wε(ϕ2) ∩Wε(ϕ3)
e konveksno. Pa, ako prodol�ime ponatamu na sliqen naqin se
dobiva deka Wε(ϕ1, ..., ϕr) = ∩rj=1Wε(ϕj) e konveksno mno�estvo.

Site ovie familii od polunormi (1.1.2), (1.1.3) i (1.1.4) razde-
luvaat toqki, i induciraat Hausdorfovi topologii. Od toa xto
sekoe koneqno mno�estvo e kompaktno, a sekoe kompaktno mno�es-
tvo vo D(Ω) e ograniqeno sleduva deka τs ≤ τk ≤ τb. Pokraj toa
topologiite τk i τb vo D′(Ω) se ednakvi, [62, Teorema 2.4].

Tvrdeǌe 1.1.2. Neka (fn)∞n=1 e niza vo D′(Ω). Nizata (fn)∞n=1 kon-
vergira kon f ∈ D′(Ω) koga n → ∞ vo odnos na slabata topologija
vo D′(Ω) ako ∀ϕ ∈ D(Ω), nizata od kompleksni broevi (〈fn, ϕ〉)∞n=1

konvergira kon 〈f, ϕ〉 vo mno�estvoto na kompleksni broevi C.

Dokaz: Slabata topologija vo prostorot D′(Ω) e definirana so
familijata od polunormi (1.1.2), pa od tvrdeǌeto 1.1.1 prostorot
D′(Ω) e lokalno konveksen vo koj bazata od okolini na nulata vo
odnos na slabata topologija gi sodr�i mno�estvata (1.1.5).

Ḱe ja razgledame konvergencija na nizata (fn − f)∞n=1 kon 0 vo
D′(Ω) kako konvergencija na niza vo topoloxki prostor (vidi na
primer, [104, str. 41]), t.e. (fn − f)∞n=1 → 0 ∈ D′(Ω) ako za sekoja
okolina Wε(ϕ1, ..., ϕr) na nulata postoi n0 ∈ N taka xto za sekoe
n ≥ n0, fn−f ∈ Wε(ϕ1, ..., ϕr), t.e. |〈fn−f, ϕj〉| ≤ ε, j = 1, ..., r. Od ovde
dobivame deka

|〈fn, ϕj〉 − 〈f, ϕj〉| ≤ ε, j = 1, ..., r, (1.1.7)

odnosno dobivame konvergenicija na nizite od kompleksni broevi
(〈fn, ϕj〉)∞n=1 j = 1, .., r, vo C. Sega, bidejḱi koneqnoto podmno�estvo
{ϕ1, ..., ϕr} od D(Ω) e proizvolno izbrano mo�eme da zakluqime
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deka za sekoe koneqno podmno�estvo od D(Ω) va�i (1.1.7), koe pak
povlekuva deka za sekoe ϕ ∈ D(Ω) nizata od kompleksni broevi
(〈fn, ϕ〉)∞n=1 e konvergentna vo C.

Tvrdeǌeto 1.1.2 qesto se zema za definicija na slaba konver-
gencija na niza od distribucii.

Ponatamu ḱe dademe definicija za jaka konvergencija na niza
od distribucii.

Definicija 1.1.1. Neka (fn)∞n=1 e niza vo D′(Ω) i f ∈ D′(Ω). Velime
deka nizata (fn)∞n=1 konvergira kon f vo D′(Ω) koga n → ∞ vo odnos
na jakata topologija vo D′(Ω) ako

lim
n→∞

sup
ϕ∈B
|〈fn − f, ϕ〉| = 0, ∀B ⊆ D(Ω),

kade xto B e ograniqeno mno�estvo. Ovaa konvergencija se nareku-
va jaka konvergencija na niza distribucii, a za nizata velime deka
e jako konvergentna niza od distribucii.

Teorema 1.1.3. [62, Teorema 2.7] Slabata i jakata konvergencija
na niza vo D′(Ω) se ekvivalentni.

Poradi ovaa teorema polesno e da se ispituva konvergencijata
na nizi vo slabata topologija otkolku vo jakata topologija.

Zabelexka 1.1.1. Neka (fn)∞n=1 e slabo konvergentna niza od dis-
tribucii. Od definicijata za slaba konvergencija na niza od
distribucii i uslovot (1.1.1) sleduva deka nizata (fn)∞n=1 e ograni-
qena vo slabata topologija na prostorot D′(Ω), [37, str. 25].

Zabelexka 1.1.2. Ako imame mre�a od distribucii od oblik
{fε}0<ε≤1 ili {fλ}1≤λ≤∞, togax konvergencija na mre�a od distribu-
cii koga ε→ 0 ili λ→∞, soodvetno, se razgleduva na ist naqin
kako za niza. Na primer, slabata konvergencijata na mre�ata
{fε}0<ε≤1 koga ε → 0 podrazbira deka za sekoe ϕ ∈ D(Ω) i sekoe
δ > 0, postoi 0 < ε0 ≤ 1 takvo xto |〈fε − f, ϕ〉| < δ, koga 0 < ε ≤ ε0,
[37, str. 21]. Poimot mre�a e definiran vo definicija A.0.19 vo
dodatokot. Za konvergencija na niza i mre�a mo�e da se najde i
vo [3, str. 45], kako i vo [48, str. 10].

Bidejḱi D(Ω) e boqvast prostor togax teoremata na Banah-
Xtajnhaus (teorema A.0.10) va�i i vo prostorot na distribucii.
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Teorema 1.1.4. [62, Teorema 2.8]. Neka B ⊂ D′(Ω). Slednive tvr-
deǌa se ekvivalentni:

(i) B e ograniqeno mno�estvo vo odnos na slabata topologija;

(ii) B e ograniqeno mno�estvo vo odnos na jakata topologija;

(iii) B e ramnomerno neprekinato podmno�estvo od D′(Ω).

Distribucijata f̃ definirana so lokalno integrabilna funk-
cija f ∈ L1

loc(Ω) na sledniov naqin:

〈f̃ , ϕ〉 =

∫
K

f(x)ϕ(x)dx,

kade xto K e nosaqot na ϕ ∈ D(Ω), e nareqena regularna distribu-
cija.

Primer 1.1.1. Hevisajdovata funkcija H e primer za regularna
distribucija definirana so

〈H(x), ϕ(x)〉 =

∫ ∞
0

ϕ(x)dx.

Ako edna distribucija ne e regularna togax taa se narekuva
singularna.

Primer 1.1.2. Dirak delta distribucijata definirana so

〈δ(x), ϕ(x)〉 = ϕ(0), (1.1.8)

e singularna distribucija.

Za sekoja distribucija f ∈ D′(Ω) i test fukcija ϕ ∈ D(Ω)
va�at:

(i) 〈f(ax+ b), ϕ(x)〉 := 〈f(x), 1
|a|ϕ(x−b

a
)〉, a, b ∈ R, a 6= 0;

(ii) 〈g(x)f(x), ϕ(x)〉 := 〈f(x), g(x)ϕ(x)〉, g ∈ C∞(Ω);

(iii) 〈f (α)(x), ϕ(x)〉 := (−1)α〈f(x), ϕ(α)(x)〉, α ∈ N0.

Primer 1.1.3. Neka ϕ ∈ D(Ω). Od

〈H ′(x), ϕ(x)〉 = −〈H(x), ϕ′(x)〉 = −
∫ +∞

0

ϕ′(x)dx = ϕ(0) = 〈δ(x), ϕ(x)〉

sleduva deka izvodot na distribucijata definirana so Hevisaj-
dovata funkcija H, definirana vo primer 1.1.1 e delta distribu-
cijata δ.
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Primer 1.1.4. Od definicijata na delta distribucija i osobi-
nata za izvod na edna distribucija direktno sleduva deka

〈δ(α)(x− x0), ϕ(x)〉 = (−1)α〈δ(x− x0), ϕ(α)(x)〉 = (−1)αϕ(α)(x0).

Za edna distribucija f ∈ D′(Ω) velime deka e homogena so ste-
pen na homogenost α ∈ R ako va�i f(ax) = aαf(x), za sekoe a > 0.

Primer 1.1.5. Delta distribucijata δ(x) ∈ D′(R) e homogena dis-
tribucija so stepen na homogenost −1 bidejḱi va�i

δ(ax) = a−1δ(x).

Navistina,

〈δ(ax), ϕ(x)〉 =
1

a
〈δ(x), ϕ(

x

a
)〉 =

1

a
ϕ(0) =

1

a
〈δ(x), ϕ(x)〉.

1.1.1. Prostor od temperirani distribucii

Definicija 1.1.2. So S(R) se oznaquva prostorot od site brzo
opaǵaqki glatki funkcii ϕ ∈ C∞(R) za koi

ρ1
k,n(ϕ) = sup

x∈R
|xkϕ(n)(x)| <∞, ∀k, n ∈ N0. (1.1.9)

Site test funkcii od prostorot S(R) te�at kon 0 koga |x| → ∞
pobrzo od koj bilo stepen na 1/|x| i poradi toa se nareqeni brzo
opaǵaqki funkcii. Primer za takva funkcija e funkcijata e−|x|.
Vo odnos na voobiqaenite operaciii S(R) e vektorski prostor za
koj va�i:

C∞0 (R) ⊂ S(R), C∞0 (R) 6= S(R),S(R) ⊂ C∞(R),S(R) 6= C∞(R).

Teorema 1.1.5. [62, Teorema 8.1] Ako ϕ ∈ C∞(R), slednive tvrdeǌa
se ekvivalentni:

(i) ϕ ∈ S(R);

(ii) za sekoi k, n ∈ N0,

ρ2
k,n(ϕ) = sup

x∈R
(1 + |x|2)k/2|ϕ(n)(x)| <∞; (1.1.10)

(iii) P (x) (Q(d)ϕ(x)) ∈ S(R);
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(iv) Q(d) (P (x)ϕ(x)) ∈ S(R);

kade xto P (x) i Q(x), x ∈ R se polinomi so konstantni koefi-
cienti, a Q(d) e diferencijalen operator koj se dobiva koga vo
polinomot Q(x) namesto x stavime d

dx
.

Topologijata vo prostorot S(R) se definira preku nizata od
polunormi (1.1.9). Pri xto od tvrdeǌeto (ii) vo teoremata 1.1.5
sleduva deka ovaa topologijata se sovpaǵa so topologijata koja
e definirana preku nizata od polunormi (1.1.10), i uxte poveḱe
ovie topologii se sovpaǵaat so topologijata definirana preku
nizata od polunormi

ρp(ϕ) = sup
x∈R, n≤p

(1 + |x|2)p/2|ϕ(n)(x)| <∞, (1.1.11)

kade xto p ∈ N, [62].
Vo [62, Teorema 8.2] i [62, Teorema 8.4] e poka�ano deka S(R)

e Frexeov i Montelov prostor, soodvetno.

Definicija 1.1.3. Dualniot prostor na prostorot S(R) pret-
stavuva prostor od temperirani distribucii ili distribucii so
baven rast i se oznaquva so S ′(R).

Teorema 1.1.6. [62, Teorema 8.6] Prostorot od temperirani dis-
tribucii S ′(R) e potprostor od prostorot od distribucii D′(R).

Uxte poveḱe va�i:

D(R) ↪→ S(R) ↪→ S ′(R) ↪→ D′(R), (1.1.12)

kako i S(R) ↪→ Lp(R), 1 ≤ p <∞, [3, str. 120]
Od faktot deka prostorot S(R) e Montelov prostor i od tvr-

deǌe A.0.12 sleduva deka konvergencijata na niza vo prostorot
od temperirani distribucii S ′(R) vo odnos na slabata i jakata
topologija na prostorot S ′(R) se ekvivalentni, xto e dadeno so
narednata teorema.

Teorema 1.1.7. [62, Teorema 8.7] Prostorot od temperirani dis-
tribucii e kompleten vo odnos na slabata topologija; slabata i
jakata konvergencija na niza vo S ′(R) se ekvivalentni; topologi-
jata na kompaktna konvergencija i jakata topologija vo prostorot
S ′(R) se ekvivalentni.

Vo narednata teorema e daden potrebniot i dovolniot uslov
za da edna distribucija e temperirana.
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Teorema 1.1.8. [62, Teorema 8.10] Linearniot funkcional f ∈
S ′(R) ako i samo ako postoi konstanta C > 0 i p ∈ N0 taka xto
va�i

|〈f, ϕ〉| ≤ Cρp(ϕ), ϕ ∈ S(R). (1.1.13)

Primer 1.1.6. Ḱe poka�eme deka f(x) = ex sin ex, x ∈ R, e temperi-
rana distribucija. Navistina, imajḱi vo predvid deka (cos ex)′ =
−ex sin ex za proizvolno izbrana ϕ ∈ S(R) imame∣∣∣ ∫

R
f(x)ϕ(x)dx

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫

R
ex sin exϕ(x)dx

∣∣∣
=

∣∣∣ ∫
R
ϕ(x)(− cos ex)′dx

∣∣∣
=

∣∣∣ ∫
R
ϕ′(x) cos exdx

∣∣∣
≤

∫
R
|ϕ′(x)|dx

=

∫
R
(1 + x2)|ϕ′(x)| dx

1 + x2

≤ Cρ1(ϕ).

Primer 1.1.7. Primer na temperirana distribucija e isto taka
i Dirakovata delta distribucija, 〈δ(x), ϕ(x)〉 = ϕ(0) za ϕ ∈ S(R),
kako i site nejzini translacii za b ∈ R, dadeni so

〈δ(x− b), ϕ(x)〉 = ϕ(b).

Navistina, od

|〈δ(x− b), ϕ(x)〉| = |ϕ(b)| ≤ sup
b∈R

(1 + |b|2)k/2|ϕ(b)| = ρ0(ϕ), ϕ ∈ S(R)

sleduva deka δ(x− b) e temperirana distribucija.

Zabelexka 1.1.3. Zaradi (1.1.12), teoremata 1.1.4 va�i i vo pros-
torot od temperirani distribucii.

Zabelexka 1.1.4. Zaradi (1.1.12), slaba i jaka konvergencija na
niza od temperirani distribucii se definira kako za niza od
distribucii vo D′(R). Pritoa, zabelexkite 1.1.1 i 1.1.2 va�at i
vo prostort S ′(R).
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Vo prodol�enie ḱe dademe nekoi osnovni karakteristiki na
Furjeovata transformacija nad prostorite S(R) i S ′(R).

Neka ϕ ∈ S(R) i neka nejzinata Furjeova transformacija e
dadena so F(ϕ(x)) = ϕ̂(ω) =

∫
R ϕ(x)e−2πixωdx, dodeka pak inverznata

Furjeova transformacija e F−1(ϕ(ω)) = ϕ∨(x) =
∫
R ϕ(ω)e2πixωdω.

Pritoa va�i slednava teorema.

Teorema 1.1.9. [62, Teorema 11.1] Furjeovata transformacija e
neprekinato linearno preslikuvaǌe od S(R) vo S(R).

Analogno tvrdeǌe va�i i za inverznata Furjeova transfor-
macija nad prostorot S(R), [62, Teorema 11.2]. Spored toa, Fur-
jeovata transformacija i inverznata Furjeova transformacija
pretstavuvaat topoloxki izomorfizmi od prostorot S(R) vo is-
tiot, [62, Teorema 11.4]. Poimot topoloxki izomorfizam e defini-
ran vo definicija A.0.21 vo dodatokot. Pritoa za proizvolno
ϕ ∈ S(R) va�i F−1(Fϕ) = ϕ i F(F−1ϕ) = ϕ, [62, Teorema 11.3].

Vo narednata teorema se dadeni nekoi osobini na Furjeovata
transformacija za test funkciite od S(R), pri xto osobinata (iii)
uxte e poznata i kako Parsevalovo ravenstvo.

Teorema 1.1.10. [62, Teorema 11.5] Neka ϕ, φ ∈ S(R). Togax va�i:

(i) ̂̂ϕ(x) = ϕ(−x), x ∈ R;

(ii)
∫
R ϕ̂(x)φ(x)dx =

∫
R ϕ(x)φ̂(x)dx;

(iii)
∫
R ϕ(x)φ(x)dx =

∫
R ϕ̂(x)φ̂(x)dx.

Ḱe dademe definicija za Furjeova transformacija na temperi-
rana distribucija.

Definicija 1.1.4. [62, Definicija 11.2] Neka f ∈ S ′(R). Furjeo-
vata transformacija na temperiranata distribucija f e dadena
so

〈f̂(ω), ϕ(ω)〉 := 〈f(x), ϕ̂(x)〉, ϕ ∈ S(R). (1.1.14)

Vo narednata teorema e dadeno analogno tvrdeǌe na teoremata
1.1.9, za prostorot od temperirani distribucii.

Teorema 1.1.11. [62, Teorema 11.8] Furjeovata transformacija e
neprekinato preslikuvaǌe od S ′(R) vo S ′(R) vo odnos na jakata
topologija, kako i vo odnos na slabata topologija.
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Analogno tvrdeǌe na tvrdeǌeto 1.1.11 va�i i za inverznata
Furjeova transformacija nad prostorot od temperirani distribu-
cii, [62, Teorema 11.10]. Furjeovata transformacija i inverznata
Furjeova transformacija pretstavuvaat izomorfizam od S ′(R) vo
S ′(R) vo odnos na slabata i jakata topologija na toj prostorot, [62,
Teorema 11.11]. Pritoa za proizvolno f ∈ S ′(R) va�i F−1(Ff) = f
i F(F−1f) = f, [62, Teorema 11.10].

Vo narednata teorema se dadeni nekoi korisni vrski pomeǵu
Furjeovata transformacija i izvodot na edna distribucija, kako
i Furjeovata transformacija nad translacija i dilatacija na
edna distribucija.

Teorema 1.1.12. [62, Teorema 11.12] Neka f ∈ S ′(R) togax va�i:

(i) F(f (α)(x))(ω) = (iω)αf̂(ω), α ∈ N;

(ii) F((−ix)αf(x))(ω) = f̂ (α)(ω), α ∈ N;

(iii) F(f(x− k))(ω) = e−2πiωkf̂(ω), k ∈ R;

(iv) F(f(ax))(ω) = 1
|a| f̂(ω

a
), a ∈ R \ {0}.

Primer 1.1.8. Vo primer 1.1.7 vidovme deka delta distribucijata
e temperirana distribucija. Sega ḱe poka�eme deka Furjeovata
transformacija na delta distribucijata e 1, t.e.

δ̂(ω) = 1. (1.1.15)

Navistina, od definicijata za Furjeova transformacija na tem-
perirana distribucija (1.1.14) imame

〈δ̂(ω), ϕ(ω)〉 = 〈δ(x), ϕ̂(x)〉 = ϕ̂(0) =

∫
R
ϕ(x)dx = 〈1, ϕ(x)〉, ϕ ∈ S(R).

Koristejḱi go rezultatot (1.1.15) kako i osobinata (i) od teore-
mata 1.1.12 direktno sleduva

F(δ(α)(x))(ω) = (iω)αδ̂(ω) = (iω)α.

1.1.2. Prostor od Lizorkinovi distribucii

Prostorot od Lizorkinovi distribucii e od golema va�nost
za naxite originalni rezultati izlo�eni vo glava 2 i 3. Za da



Glava 1. Poimi i rezultati od teorija na distribucii i ramki 24

mo�eme da go definirame ovoj prostor potrebno e da dademe defi-
nicija za progresivna i regresivna funkcija, imajḱi vo predvid
deka ovie poimi se definiraat za onie funkcii za koi Furjeovata
transformacija e definirana.

Definicija 1.1.5. Funkcijata ϕ ∈ L2(R) e progresivna (regresivna)
ako i samo ako suppϕ̂ ⊆ [0,+∞) (suppϕ̂ ⊆ (−∞, 0]).

Funkcijata ϕ e polinomno lokalizirana ako postoi p > 0 taka
xto

sup
x∈R

(1 + |x|2)p/2|ϕ(x)| < C,

za nekoja konstanta C > 0. Progresivnata funkcija ϕ e polinomno
lokalizirana vo frekventen (Furjeov) domen ako postojat p,m > 0
taka xto

sup
ω≥0

(1 + ω)p+m

ωp
|ϕ̂(ω)| ≤ C,

za nekoja konstanta C > 0.

Lema 1.1.1. [72, Lema 2.2.1] Neka ϕ ∈ L2(R) e progresivna funkcija.
Togax slednive uslovi se ekvivalentni:

(i) supx∈R(1 + |x|2)p/2|ϕ(x)|+ supω≥0
(1+ω)2p+1

ωp
|ϕ̂(ω)| <∞, ∀p > 0;

(ii) supx∈R(1 + |x|2)p/2|ϕ(x)|+ supω≥0(1 + ω2)p/2|ϕ̂(ω)| <∞, ∀p > 0.

Definicija 1.1.6. Neka ϕ ∈ L2(R) e progresivna funkcija. Togax
ϕ ∈ S+(R) ako i samo ako va�i uslovot (i) ili (ii) vo lemata 1.1.1.

Ḱe ja prika�eme i topoloxkata struktura na prostorot S+(R).
Za p > 0 definirani se polunormite

ρS+(R),p(ϕ) = sup
x∈R

(1 + |x|2)p/2|ϕ(x)|+ sup
ω≥0

(1 + ω)2p+1

ωp
|ϕ̂(ω)|. (1.1.16)

Bidejḱi za sekoe p > 0 va�i:

ρS+(R),p(aϕ) = aρS+(R),p(ϕ) i ρS+(R),p(ϕ+ ψ) ≤ ρS+(R),p(ϕ) + ρS+(R),p(ψ),

imame deka polunormite ρS+(R),p(·), p > 0 se dobro definirani.
Isto taka, va�i

ρS+(R),p(ϕ) ≤ ρS+(R),m(ϕ), za p < m.
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Uxte poveḱe, zaradi toa xto od ρS+(R),p(ϕ) = 0 sleduva deka ϕ ≡ 0,
za sekoe p > 0 polunormite (1.1.16) se normi. So pomox na ovie
normi e definirana najslabata topologija vo prostorot S+(R).
Bazata od okolini na nulata gi sodr�i mno�estvata od oblik
{ϕ ∈ S+(R) : ρS+(R),p(ϕ) < ε}, ε, p > 0. Ovie mno�estva se konveksni,
pa prostorot S+(R) e lokalno konveksen prostor.

Nizata {ϕn}∞n=1 ∈ S+(R) te�i kon nula vo S+(R) ako i samo ako
limn→∞ ρS+(R),p(ϕ) = 0, za sekoe p > 0.

Od lemata 1.1.1 imame deka topologijata definirana so pomox
na polunormite (1.1.16) e ekvivalentna so topologijata defini-
rana so pomox na polunormite

ρS+(R),β(ϕ) = sup
x∈R

(1 + |x|2)β/2|ϕ(x)|+ sup
ω≥0

(1 + ω2)β/2|ϕ̂(ω)|, β > 0.

Od definicijata na prostorot S+(R) imame deka za ϕ ∈ S+(R) va�i
ϕ, xnϕ ∈ L1(R), pa ako ϕ i ϕ̂ si gi zamenat mestata vo tvrdeǌeto
A.0.2 se dobiva deka izvodite ϕ̂(n), n ∈ N0 se neprekinati. Od
suppϕ̂ ⊆ [0,+∞) sleduva deka limω→0− ϕ̂

(n)(ω) = 0, n ∈ N0, koe zaedno
so neprekinatosta na ϕ̂(n), n ∈ N0 povlekuva deka ϕ̂(n)(0) = 0, n ∈ N0.
Sega, od tvrdeǌeto A.0.3 sleduva deka∫

R
xnϕ(x)dx = 0, ϕ ∈ S+(R), n ∈ N0.

Beseloviot vejvlet (Bessel wavelet) definiran preku negovata
Furjeova transformacija

ϕ̂(ω) =

{
e−(ω+ 1

ω
), ω > 0

0, ω ≤ 0
,

zaedno so site negovi dilatacii i translacii, se primeri za pro-
gresivni funkcii, t.e funkcii od prostorot S+(R).

Slikata na prostorot S+(R) nad parniot operator ϕ(x) 7→ ϕ(−x)
e oznaqena so S−(R), t.e.

ϕ ∈ S−(R)⇔ ϕ(−x) ∈ S+(R).

Prostorot S0(R) pretstavuva direktna suma od prostorite S−(R)
i S+(R), t.e.

S0(R) = S+(R)⊕ S−(R).

Prostorot S+(R) (soodvetno, S−(R)) e zatvoren potprostor od pros-
torot S(R) [36, Teorema 19.1.3] koj gi sodr�i site funkcii ϕ ∈
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S(R), qii Furjeovi transformacii imaat nosaq na pozitivniot
(soodvetno, negativniot) del od realnata oska.

Prostorot S0(R) mo�eme da go definirame kako prostor od
site funkcii od S(R) qii momenti se nula, t.e ϕ ∈ S0(R) ako i
samo ako ∫

R
xnϕ(x)dx = 0, za sekoe n ∈ N0,

odnosno ϕ̂(n)(0) = 0 za sekoe n ∈ N0. Ovoj prostor e nareqen prostor
od visoko vremensko-frekvencisko lokalizirani funkcii ili uxte
poznat kako prostor od Lizorkinovi test funkcii.

Pritoa, operaciite mno�eǌe so polinom i diferenciraǌe, t.e.
ϕ 7→ xmϕ,m ∈ N i ϕ 7→ ϕ(n), n ∈ Z se neprekinati preslikuvaǌa od
S0(R) vo S0(R) (vidi [36, str. 78]). Prostorot S0(R) e zatvoren
potprostor od prostorot S(R). Vo [36, Teorema 19.0.1.] poka�ano
e deka S+(R) e Frexeov prostor, pa od definicijata na prostorite
S−(R) i S0(R) sleduva deka i tie se Frexeovi prostori. Uxte
poveḱe, S0(R) e boqvast prostor, [62, str. 13]. Na sliqen naqin
kako vo [62, str. 135] se poka�uva deka S0(R) e Montelov prostor.

Vo [36], Holxnajder go definira dualniot prostor na pros-
torot od Lizorkinovi test funkcii. Soglasno definicijata na
prostorot S0(R), negoviot dualen prostor ḱe go definirame preku
dualnite prostori na S+(R) i S−(R).

Poznato e deka postoi prirodno neprekinato smestuvaǌe na
prostorot S(R) vo prostorot S ′(R):

i : S(R)→ S ′(R), ϕ 7→
(
f 7→

∫
R
f(x)ϕ(x)dx

)
koe vo Furjeov domen mo�e da se zapixe kako

i : ϕ̂ 7→
(
f̂ 7→

∫
R
f̂(ω)ϕ̂(−ω)dω

)
.

Poradi ova, sekoj nenulti element ϕ ∈ S−(R) definira nenulti
linearen funkcional nad S+(R) preku smestuvaǌeto i. Odnosno
mo�eme da zapixeme deka S ′+(R) := {f |f : S−(R) → C} i S ′−(R) :=
{f |f : S+(R) → C}, t.e. prostorot S ′+(R) pretstavuva prostorot
od site linearni funkcionali nad S−(R), dodeka pak S ′−(R) pret-
stavuva prostorot od site linearni funkcionali nad S+(R). Pri-
toa i : S+(R) → S ′+(R) i i : S−(R) → S ′−(R) se linearni smestuvaǌa
i uxte S+(R) e gust potprostor od S ′+(R), [36, Posledica 24.1.10].

Sega ḱe ja razgledame vrskata meǵu prostorite S ′+(R), S ′−(R) i
S ′(R). Jasno e deka proizvolna temperirana distribucija f ∈ S ′(R)
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definira distribucija so restrikcija na zatvoreniot potprostor
S−(R) pri xto ova preslikuvaǌe e surjektivno. So koristeǌe na
teoremata na Han-Banah (teorema A.0.6) sekoja distribucija od
S ′+(R) mo�e da se proxiri do distribucija od prostorot S ′(R), na
toj naqin xto ova proxiruvaǌe na f ∈ S ′+(R) do f1 ∈ S ′(R) ne e
edinstveno.

Teorema 1.1.13. [36, Teorema 24.0.4] Vo odnos na prirodnite proek-
cii

π+ : S ′(R)→ S ′+(R), (π+f)(ϕ) = f(ϕ), ∀ϕ ∈ S−(R),

π− : S ′(R)→ S ′−(R), (π−f)(ϕ) = f(ϕ), ∀ϕ ∈ S+(R),

va�i
S ′+(R) ' S ′(R)/{f ∈ S ′(R) : suppf̂ ⊂ R−},

S ′−(R) ' S ′(R)/{f ∈ S ′(R) : suppf̂ ⊂ R+}.

Pa od S0(R) = S+(R)⊕S−(R) sleduva deka negoviot dualen pros-
tor e

S ′0(R) ' S ′+(R)⊕ S ′−(R)

koj uxte se narekuva prostor od Lizorkinovi distribucii, [36,
str. 103].

Od relacijata
∫
R x

nϕ(x)dx = ϕ̂(n)(0) se dobiva deka vo polot na
prostorot S0(R) se onie distribucii od S ′(R) qii Furjeovi trans-
formacii imaat nosaq {0}. Toj prostor e prostorot od polinomi
P(R). Pa, od faktot deka S0(R) e zatvoren potprostor od S(R) i
tvrdeǌeto A.0.8 sleduva

S ′0(R) ' S ′(R)/P(R).

Primer 1.1.9. Za α ∈ R, se definirani funkciite

xα+ =

{
xα, x > 0
0, x ≤ 0

i xα− =

{
(−x)α, x < 0

0, x ≥ 0
.

Ako α ne e negativen cel broj togax xα+ i xα− se primeri na Li-
zorkinovi distribucii, kade so

xα+ : ϕ 7→
∫ ∞

0

xαϕ(x)dx i xα− : ϕ 7→
∫ 0

−∞
(−x)αϕ(x)dx

e oznaqeno nivnoto dejstvo nad test funkcijata ϕ ∈ S(R), [36, str.
112].
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Zabelexka 1.1.5. Bidejḱi S0(R) a boqvast prostor togax teore-
mata na Banah-Xtajnhaus (teorema A.0.10) va�i i vo prostorot
na Lizorkinovi distribucii.

Zabelexka 1.1.6. Slabata i jakata konvergencija na niza od Li-
zorkinovi distrubucii (fn)∞n=1 se definira kako za niza od dis-
tribucii vo D′(R). I vo prostorot S ′0(R) va�at zabelexkite 1.1.1
i 1.1.2.

Analogno kako vo ednodimenzionalen sluqaj se definiraat i
prostorite D′(Rn), S ′(Rn) i S ′0(Rn).

1.2. Asimptotska analiza na distribucii

Ova poglavje e posveteno na asimptotskata analiza na dis-
tribucii, ili uxte poznata kako obopxtena asimptotska analiza.
Vo ovaa doktorska disertacija ḱe bidat razgledani kvaziasimptot-
sko odnesuvaǌe vo beskoneqnost i nula i kvaziasimptotskata ogra-
niqenost. Vo poglavje 1.2.1. se dadeni definiciite i osobinite na
pravilno promenliva i bavno promenliva funkcija vo odnos na koi
vo poglavje 1.2.2. i poglavje 1.2.3. e definirano kvaziasimptotsko-
to odnesuvaǌe (kvaziasimtotikata) i kvaziasimptotskata ograni-
qenost, soodvetno. Pokraj kvaziasimptotikata i kvaziasimptot-
skata ograniqenost postojat i drugi vidovi asimptotiki na dis-
tribucii i toa: S-asimptotika i Qezarovoto odnesuvaǌe. S-
asimptotikata e vovedena od strana na Pilipoviḱ i Stankoviḱ,
[59, 60, 61, 63, 65], dodeka pak Qezarovoto odnesuvaǌeto e defini-
rano od strana na Estrada (R. Estrada), i pretstavuva specijalen
sluqaj na kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe, [20].

1.2.1. Pravilno promenlivi i bavno promenlivi funkcii

Pravilno (regularno) promenlivite funkcii se definirani
od Karamata (J. Karamata) vo 1930 godina, [39], kako generali-
zacija na stepenskite funkcii. Teorijata na pravilno promen-
livite funkcii, kako i nivnata primena e razrabotena vo mono-
grafijata [88]. Primenata na ovaa klasa funkcii e od osobeno
znaqeǌe vo teorijata na asimptotsko odnesuvaǌe na distribucii,
kade slu�at kako asimptotska skala, vo odnos na koja se definira
odnesuvaǌeto na nekoja distribucija.
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Definicija 1.2.1. Funkcijata c : (A,∞) → R, A > 0, se narekuva
pravilno promenliva vo beskoneqnost ako taa e pozitivna, merliva
i ako postoi realen broj α takov xto za sekoe x > 0 va�i

lim
λ→∞

c(λx)

c(λ)
= xα.

Funkcijata c : (0, A) → R, se narekuva pravilno promenliva vo
nula ako taa e pozitivna, merliva i ako postoi realen broj α takov
xto za sekoe x > 0 va�i

lim
ε→0+

c(εx)

c(ε)
= xα.

Brojot α se narekuva indeks na funkcijata c.

Primer 1.2.1. Funkciite

xα, xα lnx, xα ln lnx, xα
(

1 +
1

2
sin ln lnx

)
, xα(2 + sin

√
lnx), α ∈ R,

se pravilno promenlivi funkcii so indeks α.

Definicija 1.2.2. Merliva realno vrednosna pozitivna funkcija
L definirana na intervalot (A,∞), A > 0 (soodvetno, (0, A), A > 0)
se narekuva bavno promenliva funkcija vo beskoneqnost (soodvetno,
bavno promenliva funkcija vo nulata) ako

lim
λ→∞

L(λx)

L(λ)
= 1 (soodvetno, lim

ε→0+

L(εx)

L(ε)
= 1), ∀x > 0.

Zabele�uvame deka bavno promenlivata funkcija pretstavuva
specijalen sluqaj na pravilno promenliva funkcija so indeks α =
0. Vo tvrdeǌeto 1.2.1 e dadena vrskata pomeǵu pravilno promen-
liva i bavno promenliva funkcija.

Tvrdeǌe 1.2.1. [65, Tvrdeǌe 2.1.] Pozitivna i neprekinata funk-
cija c : (A,∞) → R, A > 0, e pravilno promenliva funkcija vo
beskoneqnost ako i samo ako mo�e da se zapixe vo oblik

c(x) = xαL(x), x > A, (1.2.17)

za nekoj realen broj α i nekoja bavno promenliva funkcija L vo
beskoneqnost.
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Analogna vrska va�i i za pravilno promenliva funkcija i
bavno promenliva funkcija vo nulata.

Ḱe dademe nekoi osobini na bavno promenlivata funkcija, koi
mo�e da se najdat vo [88], a koi zaedno so relacijata (1.2.17) go
objasnuvat odnosot pomeǵu pravilno promenlivite funkcii i ste-
penskite funkcii.

Neka L e bavno promenliva funkcija vo beskoneqnost. Togax
za sekoe ε > 0,

(i) postojat konstanti C1, C2 > 0 taka xto

C1x
−ε ≤ L(x) ≤ C2x

ε;

(ii) limx→∞ x
εL(x) = +∞; limx→∞ x

−εL(x) = 0.

Osnoven i va�en rezultat vo teorijata na bavno promenlivite
funkcii e formulata za reprezentacija poka�ana vo [88]. Ovaa
formula pravi celosna karakterizacija na bavno promenlivite
funkcii:

L e bavno promenliva funkcija vo nula definirana na inter-
valot (0, A], A > 0, ako i samo ako postojat merlivi funkcii u i w
definirani na intervalot (0, B], B ≤ A, takvi xto funkcijata u e
ograniqena i limx→0 u(x) = M < ∞, dodeka pak w e neprekinata na
[0, B] i limx→0w(x) = 0 i za niv va�i

L(x) = exp

(
u(x) +

∫ B

x

w(t)

t
dt

)
, x ∈ (0, B].

L e bavno promenliva funkcija vo beskoneqnost definirana na
intervalot [A,∞), A > 0, ako i samo ako postojat merlivi funkcii
u i w definirani na intervalot [B,∞), B ≥ A, takvi xto funk-
cijata u e ograniqena i limx→∞ u(x) = M < ∞, dodeka pak w e
neprekinata na [B,∞) i limx→∞w(x) = 0 i za niv va�i

L(x) = exp

(
u(x) +

∫ x

B

w(t)

t
dt

)
, x ∈ [B,∞).

Ḱe navedeme uxte nekoi korisni osobini na bavno promenli-
vata funkcija L koi mo�e da se najdat vo [88]:

(i) Za sekoe α > 0 va�i

L(ε) = o

(
1

εα

)
, koga ε→ 0+, (1.2.18)

L(λ) = O (λα) , koga λ→∞, (1.2.19)
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(ii) Za sekoe α > 0 va�i

1

C
min{x−α, xα} < L(εx)

L(ε)
< C max{x−α, xα}, x, ε ∈ (0,∞), (1.2.20)

za nekoja konstanta C > 0.

1.2.2. Kvaziasimptotika na distribucii

Kvaziasimptotikata (kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe) pretsta-
vuva prirodno obopxtuvaǌe na poimot vrednost na distribucija
vo toqka (vo smisla na Lojaxeviq). Motivacijata za voveduvaǌe
na poimot kvaziasimptotika poteknuva od teoretskite praxaǌa
koi proizlegle od teorijata na kvantni poliǌa, kade podocna
bil efektivno primenet [16, 17, 100, 103]. Kvaziasimptotskata
teorija e vovedena i razviena od Vladimirov, Dro�inov i Za-
vialov [100], a golem pridones vo nejziniot razvoj dal Pilipoviḱ
i negovite sorabotnici [57, 58, 60, 61, 65, 93, 94, 96]. Kvaziasimp-
totikata go opixuva lokalnoto odnesuvaǌe na distribuciite vo
okolina na toqka, odnosno asimptotskoto odnesuvaǌe na distribu-
ciite vo beskoneqnost.

Vo [63, 100] e poka�ano deka ako distribucijata f ∈ D′(R) ima
asimptotsko odnesuvaǌe

lim
ε→0+
〈f(x0 + εx), ϕ(x)〉 = c(ε)〈h(x), ϕ(x)〉, ϕ ∈ D(R), (1.2.21)

za nekoja pozitivna funkcija c i nenulta distribucija h ∈ D′(R),
togax c e pravilno promenliva funkcija vo nulata, a h e homogena
distribucija so stepen na homogenost α, t.e. va�i h(ax) = aαh(x)
za sekoe a > 0. Ovoj rezultat e ideja za slednava definicija.

Definicija 1.2.3. Neka x0 ∈ R i neka L e bavno promenliva funkci-
ja vo nulata. Velime deka f ∈ D′(R) ima kvaziasimptotsko odnesu-
vaǌe (kvaziasimptotika) so indeks α ∈ R vo toqkata x0, vo odnos
na L ako graniqnata vrednost

lim
ε→0+

〈
f(x0 + εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)

〉
(1.2.22)

postoi i e koneqna za sekoe ϕ ∈ D(R).
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Od teoremata na Banah-Xtajnhaus (teorema A.0.10) sleduva
deka ako distribucijata f ∈ D′(R) ima kvaziasimptotsko odnesu-
vaǌe, togax postoi distribucija h ∈ D′(R) taka xto da va�i

lim
ε→0+

〈
f(x0 + εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)

〉
= 〈h(x), ϕ(x)〉 (1.2.23)

za sekoe ϕ ∈ D(R). Distribucijata h uxte se narekuva i kvaziasimp-
totska granica na distribucijata f vo toqkata x0. Vo skratena
forma se zapixuva

f(x0 + εx) ∼ εαL(ε)h(x) koga ε→ 0+, vo D′(R). (1.2.24)

Spored prethodnata diskusija h mora da e homogena distribu-
cija so stepen na homogenost α. Ako x0 = 0 stanuva zbor za kvazi-
asimptotika vo nula.

Kako xto spomnavme, vo opxt sluqaj distribuciite nemaat
vrednost vo dadena toqka. Velime deka distribucijata f ∈ D′(R)
ima vrednost γ vo toqkata x0 vo smisla na Lojaxeviq, [53] i za-
pixuvame f(x0) = γ ako i samo ako va�i limε→0 f(x0 + εx) = γ vo
distributivna smisla, t.e. ako i samo ako va�i

lim
ε→0
〈f(x0 + εx), ϕ(x)〉 = lim

ε→0
〈f(x),

1

ε
ϕ(
x− x0

ε
)〉

= γ

∫ ∞
−∞

ϕ(x)dx, ϕ ∈ D(R).

Ako vo definicijata 1.2.3 zememe α = 0 i L ≡ 1 (sekoja konstantna
funkcija e bavno promenliva), dobivame vrednost na distribuci-
jata f vo toqkata x0 vo smisla na Lojaxeviq, odnosno zakluquvame
deka kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe pretstavuva obopxtuvaǌe na
konceptot na Lojaxeviq.

Kvaziasimptotikata vo beskoneqnost se definira na sliqen
naqin.

Definicija 1.2.4. Neka L e bavno promenliva funkcija vo besko-
neqnost. Velime deka f ∈ D′(R) ima kvaziasimptotsko odnesuvaǌe
(kvaziasimptotika) so indeks α ∈ R vo beskoneqnost, vo odnos na
L ako postoi h ∈ D′(R) taka xto za sekoe ϕ ∈ D(R) va�i

lim
λ→∞

〈
f(λx)

λαL(λ)
, ϕ(x)

〉
= 〈h(x), ϕ(x)〉 . (1.2.25)

Vo skratena forma se zapixuva

f(λx) ∼ λαL(λ)h(x) koga λ→∞ vo D′(R). (1.2.26)
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Vo prodol�enie ḱe razgledame nekoi osnovni osobini na kvazi-
asimptotikata vo toqka i vo beskoneqnost. Kvaziasimptotikata
vo toqka ima lokalna priroda, t.e ako distribuciite f i f1 se ed-
nakvi vo okolina na toqkata x0 i distribucijata f ima kvaziasimp-
totsko odnesuvaǌe vo okolina na toqkata x0, togax i distribuci-
jata f1 ḱe ima isto kvaziasimptotsko odnesuvaǌe vo okolina na
toqkata x0. Narednoto tvrdeǌe ja potvrduva ovaa lokalna priro-
da na kvaziasimptotikata vo toqka.

Tvrdeǌe 1.2.2. [65, Tvrdeǌe 2.9] Neka f ∈ D′(R) i neka f(x0 +εx) ∼
εαL(ε)g(x) koga ε→ 0+, vo D′(R), i neka f1 ∈ D′(R) e takva xto f = f1

vo nekoja okolina na nulata. Togax f1(x0 + εx) ∼ εαL(ε)g(x) koga
ε→ 0+, vo D′(R).

Kvaziasimptotikata vo beskoneqnost ima globalna priroda,
t.e. distribucii koi se ednakvi vo okolina na beskoneqnost ne
mora da imaat isto kvaziasimptotsko odnesuvaǌe vo beskoneqnost
(vidi [65, Tvrdeǌe 2.12]).

Vo tvrdeǌeto 1.2.3 se dadeni osobinite na kvaziasimptotikata
vo proizvolna toqka x0 vo odnos na operacijata diferenciraǌe i
mno�eǌe so polinom. Analogno tvrdeǌe va�i i za kvaziasimpto-
tikata vo beskoneqnost (vidi [65, Tvrdeǌe 2.11]).

Tvrdeǌe 1.2.3. [65, Tvrdeǌe 2.8] Neka f ∈ D′(R) i neka f(x0 +εx) ∼
εαL(ε)g(x) koga ε→ 0+, vo D′(R). Togax:

(i) f (m)(x0 + εx) ∼ εα−mL(ε)g(m)(x) koga ε→ 0+, vo D′(R),m ∈ N;

(ii) xmf(x0 + εx) ∼ εα+mL(ε)xmg(x) koga ε→ 0+, vo D′(R),m ∈ N.

Kvaziasimptotikata mo�e da se razgleduva i vo drugi dis-
tributivni prostori. Kvaziasimptotikata f(λx) ∼ λαL(λ)h(x) koga
λ → ∞ vo proizvolen prostor na distribucii A′(R) ni poka�uva
deka (1.2.25) va�i za sekoja test funkcija od soodvetniot prostor
na test funkcii, t.e. ϕ ∈ A(R). Analogno i za kvaziasimptotikata
vo toqka. Definiciite za kvaziasimptotika vo beskoneqnost i
toqka va�at i ako R se zameni so Rn.

1.2.3. Kvaziasimptotska ograniqenost na distribucii

Pokraj poimot za kvaziasimptotsko odnesuvaǌe ḱe go koris-
time i poimot kvaziasimptotska ograniqenost.
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Definicija 1.2.5. Velime deka distribucijata f ∈ D′(R) e kvazi-
asimptotski ograniqena od red α ∈ R vo toqkata x0 vo odnos na
bavno promenlivata funckija L vo nulata ako za sekoe ϕ ∈ D(R)
va�i ∣∣∣ 〈f(x0 + εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)

〉 ∣∣∣ = O(1), ε→ 0+.

Vo skratena forma se zapixuva f(x0 + εx) = O(εαL(ε)) koga ε→ 0+.

Specijalno, ako x0 = 0 imame kvaziasimptotska ograniqenost
vo nulata.

Definicija 1.2.6. Velime deka distribucijata f ∈ D′(R) e kvazi-
asimptotski ograniqena od red α ∈ R vo beskoneqnost vo odnos
na bavno promenlivata funkcija L vo beskoneqnost ako za sekoe
ϕ ∈ D(R) va�i ∣∣∣ 〈 f(λx)

λαL(λ)
, ϕ(x)

〉 ∣∣∣ = O(1), λ→∞.

Vo skratena forma se zapixuva f(λx) = O(λαL(λ)) koga λ→∞.

Narednata teorema ni poka�uva deka ako distribucijata f e
kvaziasimptotski ograniqena vo beskoneqnost, togax f mora da
bide temperirana distribucija, xto direktno sleduva od osobi-
nata (1.2.19) na bavno promenliva funkcija.

Teorema 1.2.1. [21, Teorema 6.6.1] Neka f ∈ D′(R). Togax slednive
tvrdeǌa se ekvivalentni:

(i) f e temperirana distribucija, t.e f ∈ S ′(R);

(ii) Postoi α ∈ R takvo xto

f(λx) = O(λα) koga λ→∞ vo distributivna smisla.

Narednata teorema ni poka�uva deka kvaziasimptotskata ogra-
niqenost vo 0 mo�e da se razgleduva i vo drugi prostori na dis-
tribucii.

Teorema 1.2.2. [65, Teorema 2.44] Neka f ∈ S ′(R). Ako f e kvazi-
asimptotski ograniqena vo 0 vo odnos na bavno promenliva funkci-
ja L vo D′(R), togax f e kvaziasimptotski ograniqena vo 0 od ist
red vo odnos na L vo prostorot S ′(R).

Analogna teorema va�i i za kvaziasimptotskata ograniqenost
vo beskoneqnost. Definicijata za kvaziasimptotska ograniqenost
vo beskoneqnost i proizvolna toqka x0 va�i i ako R se zameni so
Rn.
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1.3. Teorija na ramki

Vo ova poglavje nakratko ḱe bide ilustrirana idejata za defi-
niraǌe na poimot ramka vo Hilbertov [18], Banahov [23, 24, 30] i
Frexeov [63, 67, 68] prostor.

1.3.1. Ramki vo Hilbertov prostor

Poimot ramka e voveden od strana na Dafin (R. J. Duffin) i
Xafer (A. C. Schaffer) vo 1952 godina vo [18]. No, nivnata rabota
zastanala od nepoznati priqini sè do 1986 godina koga Dobexi (I.
Daubechies), Grosman (A. Grossmann) i Majer (Y. Mayer) [15] zabele-
�ale deka so pomox na ramka, funkcii od prostorot L2(R) mo�at
da bidat razvieni vo red koj e mnogu sliqen so razvojot vo red
vo odnos na ortonormirana baza. Denes teorijata na ramki pret-
stavuva kluqna alatka vo mnogu oblasti, kako na primer vo anali-
zata na signali i procesiraǌe na sliki. Detalna teorija za
ramki vo Hilbertov prostor mo�e da se najde vo knigite na Gro-
hening i Kristensen [12, 31], a vo prodol�enie ḱe dademe kra-
tok pregled na osnovnite poimi i fakti koi ni bea potrebni pri
naxeto istra�uvaǌe.

Neka (H, (·, ·)H) e separabilen Hilbertov prostor. Nizata (en)∞n=1

so elementi od Hilbertoviot prostor H se narekuva Xauderova
baza za prostorot H ako sekoj element f ∈ H mo�e da se zapixe vo
oblik:

f =
∞∑
n=1

cnen (1.3.27)

so edinstveni koeficienti cn, n ∈ N. Ako (en)∞n=1 e ortonormirana
baza za Hilbertoviot prostor H i f ∈ H, togax edinstvenite ko-
eficienti cn vo (1.3.27) imaat oblik (f, en)H, t.e. sekoj element
f ∈ H mo�e da se zapixe vo oblik:

f =
∞∑
n=1

(f, en)Hen,

i uxte poveḱe va�i Parsevalovoto ravenstvo, t.e.
∞∑
n=1

|(f, en)H|2 = ‖f‖2. (1.3.28)

Definicijata na ramka pretstavuva obopxtuvaǌe na Parse-
valovoto ravenstvo (1.3.28).
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Definicija 1.3.1. [12, Definicija 5.1.1] Nizata (en)∞n=1, (en ∈ H, n ∈
N) se narekuva (Hilbertova) ramka za prostorot H ako postojat
konstanti A > 0 i B > 0 taka xto

A‖f‖2
H ≤

∞∑
n=1

|(f, en)H|2 ≤ B‖f‖2
H, f ∈ H. (1.3.29)

Konstantite A i B koi go zadovoluvaat uslovot (1.3.29) se
narekuvaat granici na ramkata. Ako granicite na ramkata mo�at
da se izberat ednakvi, t.e. mo�eme da izbereme A = B vo raven-
stvoto (1.3.29), togax nizata (en)∞n=1 se narekuva tesna ramka.

Vo naredniot primer se dadeni primeri na nizi koi se ramki,
kako i nizi koi ne se ramki.

Primer 1.3.1. Neka (en)∞n=1 e ortonormirana baza za Hilbertoviot
prostor H. Togax nizata

• (e1, e1, e2, e2, e3, e3...) e tesna ramka za prostorot H so granici
A = B = 2;

• (e1, e1, e2, e3, e4...) e ramka za prostorot H so granici A = 1, B =
2;

• (e1,
e2√

2
, e2√

2
, e3√

3
, e3√

3
, e3√

3
...) e tesna ramka za prostorot H so granici

A = B = 1;

• (e1,
e2
2
, e3

3
, ...) ne e ramka za prostorot H bidejḱi go zadovoluva

samo desnoto neravenstvo, no ne go zadovoluva levoto nera-
venstvo na uslovot (1.3.29);

• (e1, 2e2, 3e3, ...) ne e ramka za prostort H bidejḱi go zadovoluva
samo levoto neravenstvo, no ne go zadovoluva desnoto nera-
venstvo na uslovot (1.3.29).

Ovie primeri navidum mo�e da ne navedat do pogrexen zaklu-
qok deka site ramki se dobivaat od Xauderova baza so dodavaǌe
na nekoi elementi. No, postojat ramki za Hilbertov prostor H
za koi ne postoi podmno�estvo koe e Xauderova baza, [11]. Edna
ramka ne mora da bide Xauderova baza, no sepak da dozvoluva
elementite od prostorot H da bidat razvieni vo red, kako xto ḱe
bide objasneto podocna.

Primer 1.3.2. Vo ovoj primer se dadeni nekolku vidovi ramki.
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• Neka g(x) = π−1/4e−x
2/2. Sistemot (e2πimbxg(x−na))m,n∈Z e ramka

koja se narekuva Gabor ramka za prostorot L2(R), kade xto a
i b se pozitivni dovolno mali realni broevi.

• Neka ψ(x) = (1−x2)e−x
2/2. Sistemot (2j/2ψ(2jx−bk))j,k∈Z e ramka

koja se narekuva vejvlet ramka za prostorot L2(R), kade xto
a i b se pozitivni dovolno mali realni broevi.

Ponatamu terminot operator ḱe go koristime za linearno pres-
likuvaǌe.

Neka E = (en)∞n=1 e ramka za H. Operatorot na analiza ili
uxte poznat kako koeficient-operator, se oznaquva so CE , i pret-
stavuva linearnoto preslikuvaǌe

CE : H → `2 opredeleno so CE(f) = ((f, en)H)∞n=1 za f ∈ H. (1.3.30)

Operatorot na analiza e injektiven i ograniqen operator (vidi
[12, Glava 5]).

Operatorot na sinteza se oznaquva so DE i pretstavuva line-
arnoto preslikuvaǌe

DE : `2 → H opredeleno so DE((cn)∞n=1) =
∞∑
n=1

cnen za (cn)∞n=1 ∈ `2.

(1.3.31)
Operatorot na sinteza e surjektiven i ograniqen operator (vidi
[12, Glava 5]).

Ramka-operatorot se oznaquva so SE i e definiran kako SE :=
DECE , t.e. pretstavuva linearnoto preslikuvaǌe

SE : H → H opredeleno so SE(f) =
∞∑
n=1

(f, en)Hen. (1.3.32)

Ramka-operatorot e ograniqen, pozitiven, inverzibilen i samoad-
jungiran nad H, [12, Lema 5.1.6]. So S−1 se oznaquva inverzniot
operatot na ramka-operatorot S, koj isto taka e ramka-operator
za ramkata (S−1(en))∞n=1 so granici B−1 i A−1.

Teoremata 1.3.1 pretstavuva najva�niot rezultat vo teorijata
na ramki. Preku nea se potvrduva diskusijata od pogore deka
ramkite ne mora da bidat Xauderovi bazi, no sepak tie dozvolu-
vaat elementite od prostorot H da bidat razvieni vo red.

Teorema 1.3.1. [12, Teorema 5.1.7] Neka (en)∞n=1 e ramka za H. Za
sekoe f ∈ H postojat koeficienti cn, n ∈ N, taka xto (1.3.27) va�i.
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Uxte poveḱe, postoi ramka (φn)∞n=1 za H taka xto za sekoe f ∈ H
va�i

f =
∞∑
n=1

(f, en)Hφn =
∞∑
n=1

(f, φn)Hen. (1.3.33)

Ramkata (φn)∞n=1 se narekuva dualna ramka za ramkata E = (en)∞n=1, so
bezuslovna konvergencija na redot (1.3.33) za sekoe f ∈ H. Speci-
jalno, nizata (ẽn)∞n=1 := (S−1

E (en))∞n=1 se narekuva kanoniqno dualna
ramka za ramkata E = (en)∞n=1.

Nizata (en)∞n=1 velime deka e Rizova baza za H ako (en)∞n=1 e
ramka za H i uxte (en)∞n=1 e Xauderova baza za H, dodeka pak
nizata (en)∞n=1 e nadkompletna ramka (overcomplete frame) za H, ako
e ramka za prostorot H no ne e Xauderova baza za H. Ona xto
e specifiqno e deka Rizovata baza ima edinstvena dualna ramka
(kanoniqno dualna ramka), dodeka pak nadkompletnata ramka ima
i drugi dualni ramki osven kanoniqno dualnata ramka.

1.3.2. Ramki vo Banahov prostor

Kako rezultat na zedniqkata sorabotka pomeǵu Grohening i
Fajtinger (H. G. Feichtinger) vo 1989 godina e voveden konceptot
razlo�uvaǌe na atomi, [22, 23, 24]. Ovoj koncept ovozmo�il sekoj
element od nekoj prostor da bide razvien vo red vo odnos na fik-
sna niza od elementi od soodvetniot prostor takanareqeni atomi.
Nekolku godini podocna, t.e. vo 1991 godina, Grohening pravi
obopxtuvaǌe na poimot ramka za Hilbertov prostor razgledu-
vajḱi ja kako ramka za Banahov prostor koja ja narekuva Banahova
ramka, [30]. Banahovata ramka ovozmo�ila rekonstrukcija na el-
ementite od soodvetniot prostor vo odnos na ograniqen operator
na sinteza. Ovaa problematika bila inspiracija za razliqni av-
tori xto dovelo do konstrukcija i na drugi tipovi ramki vo Ba-
nahov prostor pokraj Banahovite ramki, kako na primer p-ramki
[2] i Xd-ramki [9], koi isto taka pretstavuvaat proxiruvaǌe na
Hilbertovite ramki vo Banahovi prostori. Vo ovaa doktorska
disertacija ḱe bidat razgledani samo Banahovite ramki.

Da zabele�ime deka neravenstvoto (1.3.29) vo definicijata za
Hilbertova ramka mo�e da se zapixe vo oblik

√
A‖f‖H ≤ |||((f, en)H)∞n=1|||l2 ≤

√
B‖f‖H, f ∈ H. (1.3.34)
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Spored toa priroden naqin da se proxiri definicijata na ramka
vo Banahov prostor e nizata ((f, en)H)∞n=1 da bide razgledana vo
malku poopxt prostor namesto vo l2 prostor od nizi.

Neka (X, ‖ · ‖) e Banahov prostor, i neka (X∗, ‖ · ‖∗) e negoviot
dualen prostor, t.e prostorot od site neprekinati linearni funk-
cionali nad X; dodeka pak (Θ, ||| · |||) oznaquva Banahov prostor
od nizi, i (Θ∗, ||| · |||∗) e dualniot prostor na prostorot Θ. Za
prostorot od nizi Θ velime deka e BK -prostor (Banach coordinate
space) ako koordinatnite funkcionali nad Θ se neprekinati, koe
podrazbira deka konvergencijata na niza implicira konvergen-
cija na soodvetnite koordinati.

Neka so δn, n ∈ N, go oznaqime n-tiot kanoniqen vektor za
Θ. Ako kanoniqnite vektori formiraat Xauderova baza za pros-
torot Θ, togax Θ se narekuva CB-prostor, i toj e isto taka i
BK-prostor. Ako Θ e CB-prostor togax prostorot

Θ∗ := {(g(δn))∞n=1 : g ∈ Θ∗} so norma |||(g(δn))∞n=1|||∗ := |||g|||∗, (1.3.35)

e BK-prostor, koj e izometriqki izomorfen so Θ∗ (vidi [38, strana
201]).

Grohening prv ja dava definicijata za Banahova ramka, no
istata mo�e da najde i vo [9, Definicija 1.3], kade se napraveni
dopolnitelni istra�uvaǌa za Banahovite ramki i Xd-ramki.

Definicija 1.3.2. Neka X e Banahov prostor, Θ e BK-prostor i
gn, n ∈ N se elementi od X∗. Nizata (gn)∞n=1 se narekuva Banahova
ramka za X vo odnos na prostorot Θ ako

(i) (gn(f))∞n=1 ∈ Θ, ∀f ∈ X;

(ii) postojat konstanti A,B ∈ (0,∞) taka xto

A‖f‖X ≤ |||(gn(f))∞n=1|||Θ ≤ B‖f‖X , ∀f ∈ X;

(iii) postoi ograniqen operator Q : Θ→ X taka xto Q((gn(f))∞n=1) =
f, ∀f ∈ X.

Ako Θ e CB-prostor togax neprekinatosta na operatorot Q go
povlekuva slednovo razvivaǌe vo red na f ∈ X preku Banahovi
ramki:

f =
∞∑
n=1

gn(f)Q((δn)∞n=1). (1.3.36)
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Vo opxt sluqaj, ako kanoniqnite vektori (δn)∞n=1 ne go pokri-
vaat prostorot Θ, togax razvivaǌeto vo redot (1.3.36) ne e voz-
mo�no duri i za separabilni Banahovi prostori (vidi [8, str.
3]).

Specijalno, ako nizata (gn)∞n=1 e Hilbertova ramka za pros-
torot H, togax od teoremata 1.3.1 postoi dualna ramka Φ = (φn)∞n=1

za ramkata (gn)∞n=1 taka xto

za sekoe f ∈ H, f =
∞∑
n=1

gn(f)φn, (1.3.37)

(kade xto gn(f) pretstavuva (f, gn)H) bidejḱi (gn)∞n=1 e Hilbertova
ramka. Uxte poveḱe operatorot na sinteza za dualnata ramka
Φ = (φn)∞n=1,

DΦ : l2 → H opredelen so DΦ((cn)∞n=1) =
∞∑
n=1

cnφn za (cn)∞n=1 ∈ l2,

(1.3.38)
e surjektiven i ograniqen. Od (1.3.38) i (1.3.37) imame deka za
Hilbertovata ramka (gn)∞n=1 postoi ograniqen operator DΦ : l2 → H
taka xto DΦ((gn(f))∞n=1) =

∑∞
n=1 gn(f)φn = f, ∀f ∈ H. Pa osobinata

(iii) vo definicija 1.3.2 direktno e zadovolena za Hilbertovata
ramka od kade sleduva deka (gn)∞n=1 e Banahova ramka za H vo
odnos na prostorot l2. Uxte poveḱe, Hilbertovata ramka direktno
povlekuva razvivaǌe vo red od oblik (1.3.33).

1.3.3. Ramki vo Frexeov prostor

Inspirirani od proxiruvaǌeto na poimot ramka za Bana-
hov prostor, avtorite na [66] davaat ideja za konstrukcija na
Frexeovi ramki, pri xto najprvo razgleduvaat Frexeovi pros-
tori koi se proektivna granica od Banahovi prostori.

Neka {Yk, | · |k}k∈N0
e niza od separabilni Banahovi prostori

takva xto
{0} 6= ∩k∈N0Yk ⊆ . . . ⊆ Y2 ⊆ Y1 ⊆ Y0, (1.3.39)

| · |0 ≤ | · |1 ≤ | · |2 ≤ . . . , (1.3.40)

YF := ∩k∈N0Yk e gusto vo Yk, k ∈ N0. (1.3.41)

So uslovite (1.3.39) − (1.3.41), YF e Frexeov prostor so niza od
normi | · |k, k ∈ N0, i uxte se narekuva proektivna granica na pros-
torite Yk, k ∈ N0. Pritoa se koristat dva sluqai na vakov tip
niza:
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1. Yk = Xk so norma ‖ · ‖k, k ∈ N0;

2. Yk = Θk so norma ||| · |||k, k ∈ N0.

Za nizata {Yk, | · |k}k∈N0
koja gi zadovoluva uslovite (1.3.39) −

(1.3.41), razgleduvaat induktivna granica od Banahovi prostori,
{Y ∗k , | · |∗k}k∈N0

, kade Y ∗k e dualniot prostor na prostorot Yk. Vo
[101] poka�ano e deka se zadovoleni slednive uslovi:

Y ∗0 ⊂ Y ∗1 ⊂ Y ∗2 ⊂ . . . ⊂ ∪k∈N0Y
∗
k , (1.3.42)

| · |∗0 ≥ | · |∗1 ≥ | · |∗2 ≥ . . . , (1.3.43)

Y ∗F := ∪k∈N0Y
∗
k , (1.3.44)

pa dvata sluqai na takov tip niza koi gi koristat se:

1. Y ∗k = X∗k so norma || · ||∗k, k ∈ N0;

2. Y ∗k = Θ∗k so norma ||| · |||∗k, k ∈ N0.

Uxte poveḱe od [26, Posledica 2] sleduva deka Y ∗F e regularna
induktivna granica na prostorite Y ∗k , k ∈ N0, t.e. edno mno�estvo
e ograniqeno vo Y ∗F ako i samo ako pripaǵa i e ograniqeno vo Y ∗k
za nekoe k ∈ N0, [6, str. 46].

Neka {Xk}k∈N0 i {Θk}k∈N0 se nizi od Banahovi prostori, koi
gi zadovoluvaat uslovite (1.3.39) − (1.3.41). Operatorot G : ΘF →
XF se narekuva F -ograniqen ako za sekoe k ∈ N0, postoi konstanta
Ck > 0 taka xto va�i ‖G((cn)∞n=1)‖k ≤ Ck|||(cn)∞n=1|||k za site (cn)∞n=1 ∈
ΘF . Jasno e deka sekoj F -ograniqen operator e neprekinat [66], no
obratnoto ne mora da va�i. Na sosema sliqen naqin mo�eme da
definirame F -ograniqen operator G : XF → ΘF i G : XF → XF .

Zabelexka 1.3.1. Ako {Θk, ||| · |||k}k∈N0 e niza od CB-prostori koi
gi zadovoluvaat uslovite (1.3.39) i (1.3.40), togax site koneqni
nizi pripaǵaat vo ΘF i formiraat gusto podmno�estvo vo Θk;
spored toa uslovot (1.3.41) direktno e zadovolen. Vo toj sluqaj
kanoniqnite vektori δn formiraat Xauderova baza za ΘF , xto
znaqi deka sekoja niza (cn)∞n=1 ∈ ΘF mo�e na edinstven naqin da
se zapixe kako (cn)∞n=1 =

∑∞
n=1 cnδn so konvergencija vo Θk, ∀k ∈ N0,

[66, Zabelexka 2.1].

Vo prodol�enie e dadena definicija za pred-Frexeova ramka
i Frexeova ramka, koja pretstavuva obopxtuvaǌe na definici-
jata 1.3.2 za Banahova ramka.



Glava 1. Poimi i rezultati od teorija na distribucii i ramki 42

Definicija 1.3.3. [66, Definicija 2.3] Neka {Xk}k∈N0 e niza od
Banahovi prostori i {Θk}k∈N0 e niza od BK-prostori, koi gi zado-
voluvaat uslovite (1.3.39)− (1.3.41). Nizata (gn)∞n=1 so elementi od
X∗F , se narekuva pred-Frexeova ramka (nakratko pred-F ramka) za
XF vo odnos na ΘF ako za sekoe k ∈ N0 postojat konstanti 0 < Ak ≤
Bk <∞ taka xto

(gn(f))∞n=1 ∈ ΘF , ∀f ∈ XF , (1.3.45)

Ak‖f‖k ≤ |||(gn(f))∞n=1|||k ≤ Bk‖f‖k, ∀f ∈ XF . (1.3.46)

Ako postoi F -ograniqen operator V : ΘF → XF taka xto V ((gn(f))∞n=1)
= f za site f ∈ XF , togax pred-F ramkata (gn)∞n=1 se narekuva
Frexeova ramka (nakratko F ramka) za XF vo odnos na ΘF , a V se
narekuva Frexeov ramka-operator (kratko F ramka-operator) za
(gn)∞n=1.

Specijalno, koga Xk = X, i Θk = Θ, k ∈ N0, togax F ramkata za
XF vo odnos na ΘF e vsuxnost Banahova ramka za X vo odnos na
Θ.



Glava 2

Asimptotska analiza preku
nasoqena kratkovremena Furjeova
transformacija

Vo ovaa glava e razgledana nasoqenata kratkovremena Fur-
jeova transformacija trgnuvajḱi od idejata za nejzino defini-
raǌe nad prostorot od integrabilni funkcii, [28, 29], pa do nej-
zinoto proxiruvaǌe nad prostorot od distribucii, [4, 81]. Moti-
virani od ova proxiruvaǌe, napravivme karakterizacija na nekoi
asimptotski odnesuvaǌa na distribucii preku asimptotikata na
nivnata nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija. Novi-
te originalni rezultati se dadeni vo poglavjeto 2.4., a se ob-
javeni vo trudot:

J.V. Buralieva, K. Saneva, S. Atanasova, Directional short-time Fourier
transform and quasiasymptotics of distributions, Functional analysis and its
application, 53(1), 6-15, 2019. (IF=0,712).

2.1. Nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija, de-

finicija i osobini

Poznato e deka Furjeovata transformacija

F(f)(ω) = f̂(ω) =

∫
Rn
f(x)e−2πiω·xdx, ω ∈ Rn,

na funkcijata f ∈ L2(Rn), ni dava informacija za funkcijata f
vo frekvenciski domen, no ne i vo vremenski domen, [31, 41, 73].

43
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So cel da dobie frekvenciski spektar na signalot f vo vreme x,
Gabor (D. Gabor) vo 1946 godina ja adaptiral Furjeovata trans-
formacija, [27]. Toj pravi restrikcija na signalot f na nekoj
mal interval okolu toqkata b (preku mno�eǌe na f so glatka cut-
off funkcija g nareqena prozorec i potoa zema Furjeova transfor-
macija na taa restrikcija. Negovata transformacija e nareqena
Gabor transformacija ili kratkovremena Furjeova transformacija
(short-time Fourier transform) ili nakratko STFT . STFT za funkci-
jata f ∈ L2(Rn) vo odnos na nenulta prozorec funkcija g ∈ L2(Rn)
e definirana so

Vgf(b, a) =

∫
Rn
f(x)g(x− b)e−2πia·xdx, a, b ∈ Rn. (2.1.1)

STFT mo�e da se zapixe preku Furjeovata tranformacija na sled-
niov naqin

Vgf(b, a) = f̂ · Tbg(a). (2.1.2)

Grohening (K. Gröchening) vo [31], pravi obopxtuvaǌe na ovaa
transformacija koga f ∈ S ′(Rn) i g ∈ S(Rn). Inspirirani od ova
obopxtuvaǌe, avtorite na [80] doka�uvaat Abelovi i Tauberovi
rezultati koi gi povrzuvaat asimptotikite na STFT na temperi-
rani distribucii i kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe na ovie dis-
tribucii. Dodeka, pak vo [45], STFT e proxirena nad prostorot
od eksponencijalni distribucii i dadeni se Tauberovi teoremi
koi celosno ja karakteriziraat S-asimptotikata na eksponenci-
jalni distribucii preku STFT.

Grafakos (L. Grafakos) i Sansing (C. Sansing) vo [29] ja davaat
idejata za lokalizacija na informacijata ne samo vo vreme i
frekvencija, tuku istovremeno i vo nasoka, so toa xto definiraat
quvstvitelna varijanta na STFT vo odnos na nasokata, koja tie ja
narekuvaat nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija (di-
rectional short-time Fourier transform) ili nakratko DSTFT . Za nenulta
prozorec funkcija g ∈ S(R), tie konstruiraat funkcii nad R,
ga,b(y) = e2πia(y−b)g(y−b), za y, a, b ∈ R, kade xto ĝa,b(ω) = ĝ(ω−b)e−2πiωa

se nivnite Furjeovi transformacii za ω ∈ R. Pritoa, funkciite

ga,b,u(x) = ga,b(u · x), x ∈ Rn,

kade xto u ∈ Sn−1 i a, b ∈ R, se narekuvat Gabor ”greben” funkcii
(Gabor ridge functions). So pomox na ovie Gabor ”greben” funkcii
se definira nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija,

DSgf(u, b, a) =

∫
Rn
f(x)g(u · x− b)e−2πia(u·x−b)dx = (f, gu,b,a)L2(Rn), (2.1.3)
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za f ∈ L1(Rn), g ∈ S(R). Imajḱi ja ovaa transformacija, se postavi-
lo praxaǌeto kakov vid informacija se dobiva so presmetuvaǌe
na koeficientite (f, ga,b,u)L2(Rn) i isto taka kako mo�e da se isko-
risti ovaa informacija za da se rekonstruira signalot f . Ona
xto e mnogu va�no e deka funkciite ga,b,u ne pripaǵaat vo pros-
torot od kvadratno integrabilni funkcii, L2(Rn). So ovie Ga-
bor ”greben” funkcii se dobiva inverzna formula preku koja se
dobiva funkcija blisku do originalnata, no ne e originalnata
f . Ova gi pottiknalo Grafakos i Sansing da ja modificiirat
klasata na Gabor ”greben” funkcii i da definiraat nova klasa,
od takanareqeni te�inski Gabor ”greben” funkcii (weighted Gabor
ridge functions),

Ga,b,u(x) = Ga,b(u · x),

x ∈ Rn, u ∈ Sn−1, kade Ga,b(y) = F−1(ĝa,b(ω)|ω|n−1
2 )(y), za y, a, b ∈ R,

ω ∈ Rn. Pritoa, inverznata formula dobiena so ovaa klasa na
te�inski Gabor ”greben” funkcii e

f(x) =
1

2(ψ, g)L2(Rn)

∫
Sn−1

∫
R

∫
R
(f,Ga,b,u)L2(Rn)Ψa,b,u(x)dadbdu

za dadena f ∈ L1(Rn) takva xto f̂ ∈ L1(Rn), kade g i ψ se prozorec
funkcii koi go zadovoluvaat uslovot (g, ψ)L2(R) 6= 0, [29, Teorema
3]. Grafakos i Sansing zabele�ale deka za n = 1, DSTFT i STFT se
sovpaǵaat, pa poradi toa site ispituvaǌa za ovaa transformacija
gi sproveduvaat za n ≥ 2, [29, Zabelexka 2.3].

Nekolku godini podocna Giv (H. Giv) vo [28] dal malku poraz-
liqna varijanta na transformacijata (2.1.3), vo koja parametarot
za nasoka u se pojavuva samo vo prozorecot g, no ne i vo eksponen-
cijalniot izraz preku koj e definirana modulacijata. Glavnata
cel na Giv mu bila da vovede quvstvitelna varijanta na STFT
vo odnos na nasokata koja se bazira na relacijata (2.1.2). Pa,
za proizvolna funkcija g : R → C i (u, b) ∈ Sn−1 × R, definira
gu,b : Rn → C so

gu,b(x) = g(u · x− b), (2.1.4)

dodeka pak gu,b,a(x) = Magu,b(x) = e2πix·ag(u · x − b). Vo poslednata
formula Ma e oznaka za operatorot na modulacija.

Neka g ∈ L∞(R) e nenulta funkcija, i neka Y2n = Sn−1 × R× Rn.
Giv vo [28] ja dava slednava definicija na nasoqena kratkovre-
mena Furjeova transformacija na f ∈ L1(R) vo odnos na g,

DSgf(u, b, a) =

∫
Rn
f(x)gu,b,a(x)dx, (2.1.5)
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koja pretstavuva funkcija nad Y2n. Pretpostavkata g ∈ L∞(R) povle-
kuva deka za sekoe (u, b) ∈ Sn−1 × R, za funkcijata gu,b va�i

‖gu,b‖∞ ≤ ‖g‖∞,

a ova povlekuva deka integralot vo (2.1.5) e apsolutno konver-
genten. Pritoa, Giv nasoqenata kratkovremena Furjeova trans-
formacija (2.1.5) ja razgleduva kako operator DSg koj funkcijata
f ∈ L1(Rn) ja preslikuva vo funkcijata DSgf nad Y2n.

Tvrdeǌe 2.1.1. [28, Tvrdeǌe 2.2] Ako g ∈ L∞(R), togax DSg e
ograniqen operator od L1(Rn) vo L∞(Y2n) so operator norma ‖DSg‖ ≤
‖g‖∞.

Narednoto tvrdeǌe ni poka�uva deka nasoqenata kratkovre-
mena Furjeova transformacija (2.1.5) mo�e da bide razgledana
kako ednodimenzionalna STFT.

Tvrdeǌe 2.1.2. [28, Tvrdeǌe 2.3]

1. Ako f ∈ L1(Rn) i g ∈ L∞(R), togax za sekoe (u, b, a) ∈ Y2n va�i

DSgf(u, b, a) = ̂f · Tbgu,b(a) = (Rb(M−af), Tbg)L2(R) .

2. Neka f, f̂ ∈ L1(Rn) i g ∈ L1(R) ∩ L∞(R), togax DSg(u, b, a) e
kratkovremena Furjeova transformacija na funkcijata

̂Rb(M−af) vo odnos na prozorecot ĝ, vo toqkata (0, b).

Zabelexka 2.1.1. Vo prethodnoto tvrdeǌe oznakata Rb e oznaka za
Radon tranformacija. Radon transformacijata na integrabilna
funkcija, f ∈ L1(Rn) e definirana kako

R(f)(u, s) = Ru(f)(s) =

∫
u·t=s

f(t)dm(t), u ∈ Sn−1, s ∈ R,

kade m e Lebegova mera na hiperramninata u · t = s. Poveḱe detali
za ovoj vid transformacija mo�at da se najdat vo [35].

Rangot na operatorot DSg zavisi pred sè od negoviot domen i
sekako od osobinite na prozorecot g. Ako g ∈ L1(R)∩L∞(R), togax
DSg preslikuva funkcii od L1(Rn) ∩ L2(Rn) vo funkcii od L2(Y2n),
koe mo�e da se vidi od narednata teorema koja uxte ja dava orto-
gonalnata relacija za nasoqenata kratkovremena Furjeova trans-
formacija (2.1.5).
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Teorema 2.1.1. [28, Teorema 2.4] Neka g, ψ ∈ L∞(R) i neka f1, f2 ∈
L1(Rn)∩L2(Rn). Ako barem eden od prozorcite g ili ψ pripaǵa vo
prostorot L1(R) togax va�i slednava ortogonalna relacija:∫

Y2n

DSgf1(u, b, a)DSψf2(u, b, a)dudbda = (f1, f2)L2(Rn)(ψ, g)L2(R).

Specijalno, ako g ∈ L1(R) ∩ L∞(R) i f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), togax
DSg ∈ L2(Y2n) i uxte

‖DSgf‖2 = ‖g‖2‖f‖2.

Zabelexka 2.1.2. Od tvrdeǌeto 2.1.1 i teoremata 2.1.1 mo�e da
se zakluqi deka ako g ∈ L1(R) ∩ L∞(R) togax za sekoe f ∈ L1(Rn) ∩
L2(Rn), va�i DSg ∈ L2(Y2n) ∩ L∞(Y2n). Koristejḱi gi osobinite na
Lp prostorite lesno se poka�uva deka za site f, g so navedenite
osobini va�i DSgf ∈ Lp(Y2n), za sekoe 2 < p <∞, [28, Teorema 2.5
i Tvrdeǌe 2.6].

Narednoto tvrdeǌe e direktna posledica na teoremata 2.1.1,
koe ja dava inverznata formula za transformacijata (2.1.5).

Tvrdeǌe 2.1.3. [28, Tvrdeǌe 3.1] Neka g, ψ ∈ L∞(R) i f ∈ L1(Rn) ∩
L2(Rn). Ako barem eden od prozorcite g ili ψ pripaǵa vo pros-
torot L1(R) i (g, ψ)L2(R) 6= 0 togax

f(x) =
1

(g, ψ)L2(R)

∫
Y2n

DSgf(u, b, a)ψu,b,a(x)dudbda, (2.1.6)

xto znaqi deka f e edinstven element od L2(Rn) takov xto za sekoja
funkcija h ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) va�i

(f, h)L2(Rn) =
1

(g, ψ)L2(R)

∫
Y2n

DSgf(u, b, a)(ψu,b,a, h)L2(Rn)dudbda.

Specijalno, ako g ∈ L1(R) ∩ L∞(R) e nenulta funkcija, togax

f(x) =
1

‖g‖2
2

∫
Y2n

DSgf(u, b, a)gu,b,a(x)dudbda.

Funkcijata g e nareqena prozorec za analiza, a funkcijata
ψ prozorec za sinteza. Vo [28] e poka�ano deka tvrdeǌeto 2.1.3
va�i i koga f, f̂ ∈ L1(Rn), g, ĝ ∈ L1(R), taka xto f i g se nepreki-
nati i ψ ∈ L∞(R) (vidi [28, Teorema 3.6]); isto taka, ova tvrdeǌe
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va�i i koga f i g se vo nekoe gusto podmno�estvo od L2(Rn), kako
na primer, klasata na Xvarc funkcii. Ponatamu ḱe go koristime
pristapot i rezultatite dobieni od Giv za nasoqenata kratkovre-
mena Furjeova transformacija definirana so (2.1.5). Vo nared-
noto poglavje e razgledano nejzinoto proxiruvaǌeto nad pros-
torot od temperirani distribucii, [81].

2.2. Nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija nad

prostorot od temperirani distribucii

Avtorite na [81], zabele�ale deka DSTFT (2.1.5) ne e dobro
definirana za f ∈ S ′(Rn) bidejki funkciite gu,b,a ne pripaǵaat vo
prostorot S(R). Poradi toa, tie ja proxiruvaat ovaa transfor-
macija nad prostorot od temperirani distribucii koga g ∈ S0(R)
koristejḱi dualen princip.

Neka A e lokalno konveksen prostor od glatki test funkcii
definirani nad R×Rn. Funkcijata Φ(u, b, a) pripaǵa vo prostorot
A(Sn−1 × R × Rn) ako e glatka funkcija po promenlivata u ∈ Sn−1

i gi ima osobinite na A po promenlivata (b, a) ∈ R × Rn. Vo
[81] e voveden prostorot S(Y2n), Y2n = Sn−1 × R × Rn kako prostor
od funkcii Φ ∈ C∞(Y2n) koi go zadovoluvaat sledniot uslov za
opaǵaǌe:

ρl,m,ks,r (Φ) = sup
(u,b,a)∈Y2n

(1 + |a|2)s/2(1 + |b|2)r/2
∣∣∣∣ ∂l∂al ∂m∂bm4k

uΦ(u, b, a)

∣∣∣∣ <∞
(2.2.7)

za site l,m, k, s, r ∈ N0, kade4u e Laplas-Beltrami (Laplace-Beltrami)
operatorot nad Sn−1. Topologijata na prostorot S(Y2n) e defini-
rana so pomox na polunormite (2.2.7). Negoviot dualen prostor
se oznaquva so S ′(Y2n). Lokalno integrabilnata funkcija F nad
Y2n mo�eme da ja identifikuvame so distribucija nad Y2n, imeno,
ako za F va�i

|F (u, b, a)| ≤ C(1 + |b|)s(1 + |a|)s, (u, b, a) ∈ Y2n,

za nekoi konstanti s, C > 0, togax taa mo�e da se identifikuva
so element od S ′(Y2n) preku

〈F,Φ〉 :=

∫
Rn

∫
R

∫
Sn−1

F (u, b, a)Φ(u, b, a)dudbda, Φ ∈ S(Y2n). (2.2.8)
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Vo narednata lema e dadena korisna vrska pomeǵu nasoqena-
ta kratkovremena Furjeova transformacija (2.1.5) i Furjeovata
transformacija na funkcijata f.

Lema 2.2.1. [81, Lema 2.1] Za g ∈ S(R) i f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn) va�i

DSgf(u, b, a) =

∫
R
(T−af̂(u · ω))M−bĝ(ω)dω,

kade xto Tbf(·) = f(· − b) i Maf(·) = e2πia·f(·) se operatorot na
translacija i modulacija, soodvetno.

Ako g ∈ S(R) e netrivijalen prozorec qij prozorec za sinteza e
ψ ∈ S(R), t.e. (g, ψ)L2(R) 6= 0, i ako f ∈ L1(Rn) e takva xto f̂ ∈ L1(Rn),
togax narednata formula za rekonstrukcija va�i po toqki ([28],
Teorema 3.6),

f(x) =
1

(g, ψ)L2(R)

∫
Rn

∫
R

∫
Sn−1

DSgf(u, b, a)ψu,b,a(x)dudbda. (2.2.9)

Ovaa formula za rekonstrukcija ovozmo�uva da se definira ope-
rator koj preslikuva funkcii nad Y2n vo funkcii nad Rn. Vo [81],
avtorite voveduvaat nasoqen operator na sinteza (directional oper-
ator of synthesis),

DS∗gΦ(x) =

∫
Rn

∫
R

∫
Sn−1

Φ(u, b, a)gu,b,a(x)dudbda, x ∈ Rn, (2.2.10)

za g ∈ S(R). Integralot vo (2.2.10) e apsolutno konvergenten koga
Φ ∈ S(Y2n). Spored toa, formulata za rekonstrukcija (2.2.9) mo�e
da se prezapixe kako

(g, ψ)L2(R)f = DS∗ψ ◦DSgf. (2.2.11)

Koristejḱi ja teoremata na Fubini (vidi teorema A.0.3), vo
[81, Tvrdeǌe 2.2] e poka�ano deka ako g ∈ S(R), f ∈ L1(Rn) i Φ ∈
S(Y2n), togax∫

Rn
f(x)DS∗gΦ(x)dx =

∫
Rn

∫
R

∫
Sn−1

DSgf(u, b, a)Φ(u, b, a)dudbda. (2.2.12)

Sledejḱi go uslovot za regularni distribucii nad Y2n va�i (2.2.8),
pa ravenstvoto (2.2.12) mo�e da se zapixe kako

〈f,DS∗gΦ〉 = 〈DSgf,Φ〉.
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Poslednata relacija povlekuva deka DS∗g e transponiran operator
na DSg. Vo [81], ovaa dualna relacija e model za definiraǌe na
distributivna nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija.
Rekonstrukcionata formula (2.2.9) za netrivijalen prozorec g,
povlekuva deka nasoqenata kratkovremena Furjeova transforma-
cija DSg e injektivno preslikuvaǌe, dodeka pak nasoqeniot opera-
tor na sinteza DS∗g e surjektivno preslikuvaǌe.

Vo narednite dve teoremi e poka�ana neprekinatosta na nasoqe-
nata kratkovremena Furjeova transformacija i nasoqeniot opera-
tor na sinteza, nad prostorot S(Rn) i prostor S(Y2n), soodvetno.

Teorema 2.2.1. [81, Teorema 3.1] Neka g ∈ S(R). Preslikuvaǌeto
DSg : S(Rn)→ S(Y2n) e neprekinato.

Teorema 2.2.2. [81, Teorema 3.2] Neka g ∈ S0(R). Preslikuvaǌeto
DS∗g : S(Y2n)→ S(Rn) e neprekinato.

Ovie rezultati ovozmo�uvaat da se proxiri nasoqenata krat-
kovremena Furjeova transformacija, DSg i nasoqeniot operator
na sinteza, DS∗g nad prostorot od distribucii S ′(Rn) i S ′(Y2n),
soodvetno.

DSTFT na f ∈ S ′(Rn) vo odnos na g ∈ S0(R), e element DSgf ∈
S ′(Y2n) qie xto dejstvo nad test funkcijata Φ ∈ S(Y2n) e dadeno so

〈DSgf,Φ〉 := 〈f,DS∗gΦ〉, (2.2.13)

dodeka pak nasoqeniot operator na sinteza DS∗g na F ∈ S ′(Y2n) vo
odnos na g e elementot DS∗gF ∈ S ′(Rn) definiran kako

〈DS∗gF, ϕ〉 := 〈F,DSgϕ〉, ϕ ∈ S(Rn). (2.2.14)

DSTFT (2.2.13) i nasoqeniot operator na sinteza (2.2.14) se do-
bro definirani, zaradi teoremata 2.2.1 i teoremata 2.2.2, sood-
vetno. Ako za preslikuvaǌata vo teoremata 2.2.1 i teoremata 2.2.2
gi razgledame soodvetnite transponirani preslikuvaǌa, imajḱi
gi vo predvid osobinite na transponirano preslikuvaǌe na nepre-
kinato preslikuvaǌe se dobiva slednovo tvrdeǌe.

Tvrdeǌe 2.2.1. [81, Tvrdeǌe 3.5] Neka g ∈ S0(R). Nasoqenata
kratkovremena Furjeova transformacija DSg : S ′(Rn) → S ′(Y2n) i
nasoqeniot operator na sinteza DS∗g : S ′(Y2n)→ S ′(Rn) se nepreki-
nati linearni preslikuvaǌa.



Glava 2. Asimptotska analiza preku nasoqena kratkovremena FT 51

Preslikuvaǌata od tvrdeǌeto 2.2.1 ovozmo�uvaat da se obop-
xti formulata za rekonstrukcija (2.2.9) na distribucii [81, Teo-
rema 3.6]. Neka g ∈ S0(R) e netrivijalen prozorec. Ako ψ ∈ S(R) e
prozorec na sinteza za g, imeno, (ψ, g)L2(R) 6= 0, togax

idS′(Rn ) =
1

(g , ψ)L2 (R)

(DS ∗ψ ◦ DSg) (2.2.15)

2.3. Nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija so

fiksna nasoka

Vo ovoj del ḱe ja razgledame nasoqenata kratkovremena Fur-
jeova transformacija so fiksna nasoka, definirana vo [4] so cel
da se vovede i analizira nasoqen branov front (directional wave
front) za temperirani i eksponencijalni distribucii.

Neka u ∈ Sn−1 e fiksna nasoka. DSTFT na integrabilna funkcija
f ∈ L1(Rn) vo odnos na g ∈ S(R) e definirana kako

DSg,uf(b, a) =

∫
Rn
f(x)g(u · x− b)e−2πix·adx, (2.3.16)

kade (b, a) ∈ R× Rn. Rekonstrukcionata formula (2.2.9) go dobiva
oblikot

f(x) =
1

(g, ψ)L2(R)

∫
Rn

∫
R
DSg,uf(b, a)ψu,b,a(x)dbda, (2.3.17)

kade g ∈ S(R) \ {0} e prozorec za analiza i ψ ∈ S(R) e prozorec za
sinteza i f ∈ L1(Rn), dodeka pak nasoqeniot operator na sinteza
e definiran kako

DS∗g,uΦ(x) =

∫
Rn

∫
R

Φ(b, a)gu,b,a(x)dbda, x ∈ Rn. (2.3.18)

Pa, relacijata (2.3.17) mo�e da se zapixe vo oblik (DS∗ψ,u◦DSg,u)f =
(g, ψ)L2(R)f. Jasno e deka rezultatite za neprekinatost na DSTFT i
nasoqeniot operatot na sinteza nad prostorite S(Rn) i S(R×Rn),
soodvetno, va�at i ako go fiksirame parametarot za nasoka u,
imeno, dvete preslikuvaǌa

DSg,u : S(Rn)→ S(R× Rn) i DS∗g,u : S(R× Rn)→ S(Rn)

se neprekinati, za g ∈ S(R).
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Vo [81], nasoqenata kratkovremena Furjeova transformacija
e definirana nad prostorot od temperirani distribucii preku
transponirano preslikuvaǌe (vidi (2.2.13)), xto povlekuva deka
i nasoqenata kratkovremena Furjeova transformacija so fiksna
nasoka mo�e da se definira nad prostorot od temperirani dis-
tribucii preku transponirano preslikuvaǌe, t.e.

〈DSg,uf,Φ〉 := 〈f,DS∗g,uΦ〉, Φ ∈ S(Y2n), (2.3.19)

i
〈DS∗g,uF, ϕ〉 := 〈F,DSg,uϕ〉, ϕ ∈ S(Rn). (2.3.20)

Od druga strana, vo [4] e dadena direktna definicija na ovaa
nasoqena kratkovremena Furjeova transformacija so fiksna na-
soka. Neka g ∈ S(R), u ∈ Sn−1 i b ∈ R. Togax od

S ′(Rn) 3 f(x) 7→ f(x)g(x · u− b) ∈ S ′(Rn)

i
f(x)g(x · u− b) ∈ S ′(Rn) 7→ F(f(x)g(x · u− b)) ∈ S ′(Rn),

sleduva direktnata definicija na DSTFT so fiksna nasoka,

DSg,uf(b, a) = 〈f, gu,b,a〉. (2.3.21)

Narednoto tvrdeǌe poka�uva deka definiciite (2.3.19) i
(2.3.21) se ekvivalentni.

Tvrdeǌe 2.3.1. [4, Tvrdeǌe 3.4] Direktnata definicija na naso-
qenata kratkovremena Furjeova transformacija so fikna nasoka
(2.3.21) i definicijata (2.3.19) se ekvivalentni.

Vo naxite istra�uvaǌa ḱe ja koristime direktnata defini-
cija za distributivnata DSTFT so fiksna nasoka. Pritoa obopx-
tuvaǌeto na rekonstrukciona formula (2.3.17) za DSTFT so fik-
sna nasoka u za temperirani distribucii mo�e da se zapixe kako

idS′(Rn) =
1

(g, ψ)L2(R)

DS∗ψ,u ◦DSg,u, (2.3.22)

kade ψ ∈ S(R) e prozorec za sinteza za netrivijaniot prozorec
g ∈ S(R).
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2.4. Abelovi i Tauberovi teoremi

Vo ovoj del izneseni se naxite originalni rezultati koi se
dobieni za asimptotikata na nasoqenata kratkovremena Furjeova
transformacija i nasoqenata kratkovremena Furjeova transfor-
macija so fiksna nasoka. Dobienite rezultati se del od trudot
[7].

Vo narednoto tvrdeǌe ja ispituvame asimptotskata ograniqe-
nost na nasoqenata kratkovremena Furjeova transformacija
DSgf(u, b, a) definirana so (2.1.5) za proizvolen prozorec g ∈ S0(R)\
{0} vo odnos na promenlivite b i a, pretpostavuvajḱi deka f ∈
S ′(Rn) e kvaziasimptotski ograniqena vo nulata.

Tvrdeǌe 2.4.1. Neka g ∈ S0(R) \ {0}. Ako f e kvaziasimptotski
ograniqena, t.e.

f(εx) = O(εαL(ε)) koga ε→ 0+ vo S ′(Rn), (2.4.23)

togax

DSg1/εf(u, εb, a/ε) = O(εα+nL(ε)) koga ε→ 0+ vo S ′(Y2n),

kade gε(x) = g(εx), ε > 0.

Dokaz: Neka Φ ∈ S(Y2n). Togax koristejḱi ja definicijata (2.2.13)
imame 〈

DSgf
ε(u, b, a),Φ(u, b, a)

〉
=
〈
f ε(x), DS∗gΦ(x)

〉
=

〈
f(εx), DS∗gΦ(x)

〉
=

1

εn

〈
f(x), DS∗gΦ(

x

ε
)
〉

=
1

εn

〈
f(x),

∫
Rn

∫
R

∫
Sn−1

Φ(u, b, a)gu,b,a(
x

ε
)dudbda

〉
=

1

εn

〈
f(x),

∫
Rn

∫
R

∫
Sn−1

Φ(u, b, a)e−2πix
ε
·a g(u · x

ε
− b)dudbda

〉
=

1

εn

〈
f(x),

∫
Rn

∫
R

∫
Sn−1

Φ(u, b, a)e−2πix·a
ε g1/ε(u · x− εb)dudbda

〉
=

1

εn

〈
f(x),

∫
Rn

∫
R

∫
Sn−1

Φ(u, b, a)g
1/ε
u,εb,a

ε
(x)dudbda

〉
=

1

εn

〈
DSg1/εf(u, εb,

a

ε
),Φ(u, b, a)

〉
,

imeno ja dobivame relacijata,

DSgf
ε(u, b, a) =

1

εn
DSg1/εf(u, εb,

a

ε
). (2.4.24)
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Potoa so pomox na ovaa relacija (2.4.24) i koristejḱi ja kvazi-
asimptotskata ograniqenost (2.4.23) na distribucijata f ∈ S ′(Rn)
vo nulata go dobivame sledniov rezultat za kvaziasimptotskata
ograniqenost na nasoqenata kratkovremena Furjeova transforma-
cija∣∣∣〈DSg1/εf(u, εb, a/ε)

εα+nL(ε)
,Φ(u, b, a)

〉∣∣∣ =
∣∣∣〈DSgf ε(u, b, a)

εαL(ε)
,Φ(u, b, a)

〉∣∣∣
=

∣∣∣〈 f(εx)

εαL(ε)
, DS∗gΦ(x)

〉∣∣∣
= O(1).

Na sliqen naqin se poka�uva i narednoto tvrdeǌe 2.4.2 vo
sluqaj koga f e kvaziasimptotski ograniqena vo beskoneqnost.

Tvrdeǌe 2.4.2. Neka g ∈ S0(R) \ {0}. Ako f e kvaziasimptotski
ograniqena, t.e.

f(λx) = O(λαL(λ)) koga λ→∞ vo S ′(Rn),

togax

DSg1/λf(u, λb, a/λ) = O(λα+nL(λ)) koga λ→∞ vo S ′(Y2n),

kade gλ(x) = g(λx), λ > 1.

Vo prodol�enie se dadeni nekolku novi Abelovi i Tauberovi
rezultati koi go karakteriziraat asimptotskoto odnesuvaǌe na
distribuciite od S ′(Rn) vo odnos na nivnata DSTFT so fiksna
nasoka.

Narednata lema ni e potrebna vo dokazot na Abelovite i Taube-
rovite rezultati.

Lema 2.4.1. Za u ∈ Sn−1, g ∈ S(R) i K kompaktno podmno�estvo od
R× Rn, mno�estvoto

{g(u · x− b)e2πix·a : (b, a) ∈ K} (2.4.25)

e ograniqeno vo S(R× Rn).
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Dokaz: Za da poka�eme deka mno�estvoto (2.4.25) e ograniqeno
(vidi tvrdeǌe A.0.6), potrebno e da poka�eme deka za g ∈ S(R)
i k ∈ N0 postoi konstanta Ck > 0 takva xto ρk(gu,b,a) ≤ Ck(1 +
|b|)k(1 + |a|)k. Navistina, so koristeǌe na Lajbnicovoto pravilo,
faktot u ∈ Sn−1, t.e. |u| = 1, kako i elementarnoto neravenstvo
1 + |m+ n| ≤ (1 + |m|)(1 + |n|) za m,n ∈ R, imame

ρk(gu,b,a) = sup
x∈Rn, |α|≤k

(1 + |x|)k
∣∣∣ ∂α
∂xα

(g(u · x− b)e2πix·a)
∣∣∣

= sup
x∈Rn, |α|≤k

(1 + |x|)k
∣∣∣∑
β≤α

(
α
β

)
g(β)(u · x− b)Pβ(u)e2πix·a(2πia)α−β

∣∣∣
= sup

x∈Rn, |α|≤k
(1 + |u · x− b+ b|)k

∣∣∣∑
β≤α

(
α
β

)
g(β)(u · x− b)

Pβ(u)e2πix·a(2πia)α−β
∣∣∣

≤ C1 sup
x∈Rn, |α|≤k

(1 + |u · x− b+ b|)k
∑
β≤α

(
α
β

) ∣∣∣g(β)(u · x− b)e2πix·aaα−β
∣∣∣

≤ C2(1 + |b|)k sup
x∈Rn, |α|≤k

∑
β≤α

(
α
β

)
(1 + |u · x− b|)k|g(β)(u · x− b)||a|α−β

≤ C3ρk(g)(1 + |b|)k(1 + |a|)k

≤ C(1 + |b|)k(1 + |a|)k.

Kako vo tvrdeǌeto 2.4.1 i tvrdeǌeto 2.4.2, za g ∈ S(R), f ∈
S ′(Rn) i 0 < ε < 1 oznaquvame gε(x) = g(εx) i f ε(x) = f(εx) (soodvetno
za λ > 1 oznaquvame gλ(x) = g(λx) i fλ(x) = f(λx)).

Vo tvrdeǌeto 2.4.3 go ispituvame asimptotskoto odnesuvaǌe
na nasoqenata kratkovremena Furjeova transformacija DSg,uf(b, a)
za proizvolen prozorec g ∈ S(R)\{0} vo odnos na dvete promenlivi,
pretpostavuvajḱi deka f ∈ S ′(Rn) ima kvaziasimptotsko odnesu-
vaǌe vo nulata, dodeka pak negovoto ”obratno” tvrdeǌe e dadeno
vo tvrdeǌeto 2.4.4 (Tauberov rezultat).

Tvrdeǌe 2.4.3. Neka α ∈ R, f ∈ S ′(Rn) i u ∈ Sn−1 e fiksen parame-
tar za nasoka. Ako

f(εx) ∼ λαL(ε)h(x) koga ε→ 0+ vo S ′(Rn),
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togax za negovata DSTFT vo odnos na prozorecot g ∈ S(R) \ {0}
va�i

1

εα+nL(ε)
DS

g
1
ε ,u
f(εb,

a

ε
)→ DSg,uh(b, a) koga ε→ 0+

ramnomerno nad kompaktni podmno�estva od R× Rn.

Dokaz: Jasno e deka relacijata (2.4.24) va�i i za nasoqenata
kratkovremena Furjeova transformacija so fiksna nasoka, DSg,uf .
Togax za fiksno u ∈ Sn−1, b ∈ R, a ∈ Rn, koristejḱi ja kvaziasimp-
totikata na f vo nulata imame

lim
ε→0+

DS
g
1
ε ,u
f(εb, a

ε
)

εα+nL(ε)
= lim

ε→0+

DSg,uf
ε(b, a)

εαL(ε)

= lim
ε→0+

〈f ε(x), gu,b,a(x)〉
εαL(ε)

= 〈h(x), gu,b,a(x)〉
= DSg,uh(b, a).

Ramnomernata konvergencija nad kompaktni mno�estva sleduva
od lemata 2.4.1 i faktot deka slabata i jakata konvergencija na
niza vo S ′(Rn) se ekvivalentni (vidi teorema 1.1.7).

Tvrdeǌe 2.4.4. Neka α ∈ R, f ∈ S ′(Rn), g ∈ S(R) \ {0} i u ∈ Sn−1 e
fiksen parametar za nasoka. Slednive dva uslovi:

(i) granicite

lim
ε→0+

1

εα+nL(ε)
DS

g
1
ε ,u
f
(
εb,

a

ε

)
∈ C (2.4.26)

postojat za sekoi (b, a) ∈ R× Rn i

(ii) postoi C > 0, s ≥ 0 i 0 < ε0 ≤ 1 taka xto

∣∣∣DSg 1
ε ,u
f
(
εb, a

ε

)
εα+nL(ε)

∣∣∣ ≤ C (1 + |b|)s (1 + |a|)s (2.4.27)

za sekoi (b, a) ∈ R× Rn i 0 < ε ≤ ε0,

se potreben i dovolen uslov za postoeǌe na homogena distribucija
h taka xto

f(εx) ∼ εαL(ε)h(x) koga ε→ 0+ vo S ′(Rn). (2.4.28)
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Dokaz: Neka ϕ ∈ S(Rn) i va�at (2.4.26) i (2.4.27). Od rekonstruk-
cionata formula (2.3.22) i relacijata (2.4.24) imame

lim
ε→0+

〈
f(εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)

〉
=

1

(g, ψ)L2

lim
ε→0+

∫
Rn

∫
R

DSg,uf
ε (b, a)

εαL(ε)
〈ψu,b,a(x), ϕ(x)〉dbda

=
1

(g, ψ)L2

lim
ε→0+

∫
Rn

∫
R

DSg,uf
ε (b, a)

εαL(ε)
〈ψu,b,a(x), ϕ(x)〉dbda

=
1

(g, ψ)L2

lim
ε→0+

∫
Rn

∫
R

DS
g
1
ε ,u
f
(
εb, a

ε

)
εα+nL(ε)

DSψ,uϕ(b, a)dbda.

(2.4.29)

Od uslovot (ii) sleduva deka ∃C ′ > 0, s ≥ 0 i 0 < ε0 ≤ 1 taka xto

∣∣∣DSg 1
ε ,u
f
(
εb, a

ε

)
εα+nL(ε)

DSψ,uϕ(b, a)
∣∣∣ ≤ C ′(1 + |b|)s(1 + |a|)s|DSψ,uϕ(b, a)|,

za site (b, a) ∈ R×Rn, 0 < ε ≤ ε0. Bidejḱi DSψ,uϕ ∈ S(R×Rn), mo�eme
da zememe deka

|DSψ,uϕ(b, a)| ≤ C ′′(1 + |b|)−s−2(1 + |a|)−s−2,

za nekoja konstanta C ′′ > 0 i s ≥ 0, od kade sleduva

∣∣∣DSg 1
ε ,u
f
(
εb, a

ε

)
εα+nL(ε)

DSψ,uϕ(b, a)
∣∣∣ ≤ C ′(1 + |b|)s(1 + |a|)s

∣∣DSψ,uϕ(b, a)
∣∣

≤ C

(1 + |b|)2(1 + |a|)2
.

Spored toa vo (2.4.29) mo�eme da ja primenime Lebegovata teo-
rema za dominantna konvergencija (teorema A.0.2) pa dobivame

lim
ε→0+

〈
f(εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)

〉
postoi i e koneqna, t.e. (2.4.28) va�i.

Ako f ima kvaziasimptotika od red α vo nulata vo odnos na
bavno promenlivata funkcija L, postoeǌeto na granicata (2.4.26)
direktno sleduva od Abeloviot tip na rezultat daden vo tvrdeǌe-
to 2.4.3.
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Tauberoviot uslov (2.4.27) sekogax e zadovolen zaradi sla-
bata konvergencija na mre�ata {f ε/εαL(ε)}0<ε≤1 vo S ′(Rn); odnosno
slabata konvergencija povlekuva deka postoi 0 < ε0 ≤ 1 za koe
mno�estvoto {f ε/εαL(ε)}0<ε≤ε0 e ograniqeno vo slabata topologija
na prostorot S ′(Rn) (vidi zabelexka 1.1.4). Pa, od teoremata na
Banah-Xtajnhaus (teorema 1.1.4) koja va�i i za prostorot S ′(Rn)
(vidi zabelexka 1.1.3) povlekuva deka {f ε/εαL(ε)}0<ε≤ε0 pretstavuva
ramnomerno neprekinato podmno�estvo od S ′(Rn), t.e. postojat
k ∈ N i C > 0 taka xto∣∣∣∣〈 f(εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)

〉∣∣∣∣ ≤ Cρk(ϕ),

za site ϕ ∈ S(Rn) i site 0 < ε ≤ ε0. Zaradi vrskata (2.4.24),
definicijata na DSTFT so fiksna nasoka i lemata 2.4.1 slednava
ocenka ∣∣∣∣∣DSg 1

ε ,u
f
(
εb, a

ε

)
εα+nL(ε)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣εnDSg,uf (εb, a)

εα+nL(ε)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣〈 f(εx)

εαL(ε)
, gu,b,a(x)

〉∣∣∣∣
≤ Cρk(gu,b,a)

≤ C ′(1 + |b|)s(1 + |a|)s

va�i za site (b, a) ∈ R × Rn i 0 < ε ≤ ε0 i za nekoja konstanta
C ′ > 0.

Sliqno tvrdeǌe kako prethodnoto va�i za kvaziasimptotika
vo beskoneqnost.

Tvrdeǌe 2.4.5. Neka α ∈ R, f ∈ S ′(Rn), g ∈ S(R) \ {0} i u ∈ Sn−1 e
fiksen parametar za nasoka. Slednive dva uslovi:

(i) granicite

lim
λ→∞

1

λα+nL(λ)
DS

g
1
λ ,u
f
(
λb,

a

λ

)
∈ C

postojat za sekoi (b, a) ∈ R× Rn i

(ii) postoi C > 0, s ≥ 0 i 0 < λ0 ≤ 1 taka xto∣∣∣DSg 1
λ ,u
f
(
λb, a

λ

)
λα+nL(λ)

∣∣∣ ≤ C (1 + |b|)s (1 + |a|)s

za sekoi (b, a) ∈ R× Rn i λ ≥ λ0,
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se potreben i dovolen uslov za postoeǌe na homogena distribucija
h taka xto

f(λx) ∼ λαL(λ)h(x) koga λ→∞ vo S ′(Rn).

Vo prodol�enie ḱe dademe uxte eden Abelov tip na rezultat
i soodveten Tauberov rezultat za DSTFT so fiksna nasoka.

Tvrdeǌe 2.4.6. Neka α ∈ R, f ∈ S ′(Rn) i u ∈ Sn−1 e fiksen parame-
tar za nasoka. Ako

f(εx) ∼ εαL(ε)h(x) koga ε→ 0+ vo S ′(Rn),

togax za negovata DSTFT vo odnos na prozorecot g ∈ S(R) \ {0}
va�i

lim
ε→0+

DS
g
1
ε ,u
f(εb, εa)

εα+nL(ε)
= DSg,uh(b, 0)

za site (b, a) ∈ R× Rn .

Dokaz: Neka u ∈ Sn−1 e fiksno, b ∈ R i a ∈ Rn. Ako stavime smena
x = εt, imame

lim
ε→0+

DS
g
1
ε ,u
f(εb, εa)

εα+nL(ε)
= lim

ε→0+

1

εα+nL(ε)
〈f(x), g

(
u · x

ε
− b
)
e−2πix·εa〉

= lim
ε→0+

1

εαL(ε)
〈f(εt), g (u · t− b) e−2πit·ε2a〉

= 〈u(t), g (u · t− b)〉
= DSg,uh(b, 0).

Pritoa, gi koristime kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe na f vo oko-
lina na nulata, lemata 2.4.1 i faktot deka slabata i jakata kon-
vergencija na niza vo S ′(Rn) se ekvivalentni (vidi teorema 1.1.7).

Tvrdeǌe 2.4.7. Neka α ∈ R, f ∈ S ′(Rn), g ∈ S(R) \ {0} i u ∈ Sn−1 e
fiksen parametar za nasoka. Ako

lim
ε→0+

1

εα−nL(ε)
DS

g
1
ε ,u
f (εb, εa) ∈ C (2.4.30)

postojat za sekoe (b, a) ∈ R × Rn, i postojat C > 0, s ≥ 0, p > 1 i
0 < ε0 ≤ 1 taka xto∣∣∣∣∣DSg 1

ε ,u
f (εb, εa)

εα−nL(ε)

∣∣∣∣∣ ≤ C
(1 + |b|)s

(1 + |a|)p
(2.4.31)
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za site (b, a) ∈ R × Rn i 0 < ε ≤ ε0, togax postoi homogena dis-
tribucija h taka xto

f(εx) ∼ εαL(ε)h(x) koga ε→ 0+ vo S ′(Rn). (2.4.32)

Dokaz: Koristejḱi ja definicijata za DSTFT za fiksno u, lesno
se poka�uva slednata relacija

DSg,uf
ε(b, ε2a) =

1

εn
DS

g
1
ε ,u
f(εb, εa). (2.4.33)

Navistina, ako stavime smena t = εx

DSg,uf
ε(b, ε2a) = 〈f ε(x), gu,b,ε2a(x)〉

= 〈f(εx), g(u · x− b)e−2πix·ε2a〉

=
1

εn
〈f(t), g(u · t

ε
− b)e−2πit·εa〉

=
1

εn
〈f(t), g

1
ε
u,εb,εa(t)〉

=
1

εn
DS

g
1
ε ,u
f(εb, εa).

Neka ϕ ∈ S(Rn) i neka (2.4.30) i (2.4.31) va�at. Od inverznata
formula (2.3.22), smenata a = ε2a1 i relacijata (2.4.33) dobivame

lim
ε→0+

〈
f(εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)

〉
=

1

(g, ψ)L2

lim
ε→0+

∫
Rn

∫
R

DSg,uf
ε(b, a)

εαL(ε)
〈ψu,b,a(x), ϕ(x)〉 dbda

=
1

(g, ψ)L2

lim
ε→0+

∫
Rn

∫
R

DSg,uf
ε(b, ε2a1)

εα−2nL(ε)
〈ψu,b,ε2a1(x), ϕ(x)〉dbda1

=
1

(g, ψ)L2

lim
ε→0+

∫
Rn

∫
R

DSg,uf
ε(b, ε2a1)

εα−2nL(ε)
DSψ,uϕ(b, ε2a1)dbda1

=
1

(g, ψ)L2

lim
ε→0+

∫
Rn

∫
R

DS
g
1
ε ,u
f(εb, εa1)

εα−nL(ε)
DSψ,uϕ(b, ε2a1)dbda1.

(2.4.34)

Na sliqen naqin kako vo dokazot na tvrdeǌe 2.4.4 sleduva deka
postoi C > 0, p > 1 i 0 < ε ≤ 1 taka xto

∣∣∣DSg 1
ε ,u
f (εb, εa1)

εα−nL(ε)
DSψ,uϕ

(
b, ε2a1

) ∣∣∣ ≤ C

(1 + |b|)2 (1 + |a1|)p
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za site (b, a1) ∈ R× Rn i 0 < ε ≤ ε0.
Spored toa, vo (2.4.34) mo�eme da ja primenime Lebegovata

teorema za dominantna konvergencija, od kade dobivame deka grani-
cata

lim
ε→0+

1

εαL(ε)
〈f(εx), ϕ(x)〉

postoi i e koneqna.

Na sosema sliqen naqin kako prethodnata teorema se poka�uva
slednovo tvrdeǌe koe pretstavuva Tauberov rezultat koj gi povrzu-
va kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe vo beskoneqnost na temperi-
rana distribucija so nejzinata DSTFT so fiksna nasoka.

Tvrdeǌe 2.4.8. Neka α ∈ R, f ∈ S ′(Rn), g ∈ S(R) \ {0} i u ∈ Sn−1 e
fiksen parametar za nasoka. Ako

lim
λ→∞

1

λα−nL(λ)
DS

g
1
λ ,u
f (λb, λa) ∈ C

postojat za sekoe (b, a) ∈ R × Rn, i postojat C > 0, s ≥ 0, p > 1 i
0 < λ0 ≤ 1 taka xto∣∣∣∣∣DSg 1

λ ,u
f (λb, λa)

λα−nL(λ)

∣∣∣∣∣ ≤ C
(1 + |b|)s

(1 + |a|)p

za site (b, a) ∈ R×Rn i λ ≥ λ0, togax postoi homogena distribucija
h taka xto

f(λx) ∼ λαL(λ)h(x) koga λ→∞ vo S ′(Rn).



Glava 3

Asimptotska analiza preku
Stokvelova transformacija

Vo ovaa glava e analizirana Stokvelovata transformacija vo
edna dimenzija so poseben osvrt kon nejzinoto proxiruvaǌe nad
prostorot od distribucii. Najprvo e ilustrirana idejata za de-
finiraǌe na ovaa transformacija, [89], a potoa e analizirana
neprekinatosta na Stokvelovata transformacija i Stokveloviot
operator na sinteza nad prostorite od visoko vremensko-frekven-
cisko lokalizirani funkcii nad R i R × (R \ {0}), soodvetno.
Napravenata analiza ni ovozmo�i da ja proxirime Stokvelovata
transformacija nad prostorot od Lizorkinovi distribucii S ′0(R).
Ova proxiruvaǌe pak ni ovozmo�i da napravime karakterizacija
na asimptotskite osobini na Lizorkinovite distribucii preku
Stokvelovata transformacija. Potoqno, doka�ani se Abelovi i
Tauberovi teoremi koi go povrzuvaat asimptotskoto odnesuvaǌe
na distribuciite so asimptotikite na nivnata Stokvelova trans-
formacija. Novite originalni rezultati se dadeni vo poglavjata
3.2., 3.3., 3.4. i 3.5., a se objaveni vo trudot:

K. H-V. Saneva, S. Atanasova, J. V. Buralieva, Tauberian theorems for
the Stockwell transform of Lizorkin distributions, Applicable Analysis, 2018.
(IF= 1,076). https://doi.org/10.1080/00036811.2018.1506104.

3.1. Stokvelova transformacija, definicija i osobini

Za razlika od glava 2 vo ovaa glava ḱe ja koristime slednava

62
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definicija za Furjeova transformacija na funkcija f ∈ L2(R),

F(f)(ω) = f̂(ω) =
1√
2π

∫
R
e−ixωf(x)dx, ω ∈ R, (3.1.1)

kade soodvetnata inverzna Furjeova transformacija e dadena so

F−1(f)(x) =
1√
2π

∫
R
eixωf̂(ω)dω, x ∈ R,

pri xto va�i slednava Parsevalova formula:

(f, g)L2(R) = (f̂ , ĝ)L2(R) (3.1.2)

za f, g ∈ L2(R).
Soglasno ovaa definicija za Furjeova transformacija i vrska-

ta pomeǵu Furjeovata transformacija i kratkovremenata Fur-
jeova transformacija (2.1.2), STFT za funkcijata f ∈ L2(R) vo
odnos na g ∈ L1(R) ∩ L2(R) e definirana so

Vgf(b, a) =
1√
2π

∫
R
f(x)g(x− b)e−iaxdx, a, b ∈ R. (3.1.3)

Zaradi toa xto STFT e definirana za fiksen prozorec g, se
poka�alo deka ovaa transformacija ima slabo vremensko-frekven-
ciska rezolucija. Korekcijata na ovoj nedostostok bila ideja za
voveduvaǌe na vejvlet transformacijata.

Funkcijata g ∈ L2(R) za koja∫ +∞

−∞

|ĝ(ω)|2

|ω|
dω <∞ (3.1.4)

se narekuva vejvlet funkcija (qesto nareqena ”majka” vejvlet), a
uslovot (3.1.4) vejvlet uslov za dopustlivost. Neka g ∈ L2(R) e
vejvlet, togax za b ∈ R i a ∈ R \ {0}, {gb,a(x)} pretstavuva familija
od vejvleti definirana kako

gb,a(x) = |a|−1/2g

(
x− b
a

)
, x ∈ R.

Vejvlet transformacijata (WT) vo edna dimenzija na funk-
cijata f ∈ L2(R), vo odnos na vejvelet g ∈ L2(R) e funkcija nad
R× R \ {0} definirana kako

Wgf(b, a) :=

∫
R
f(x)gb,a(x)dx, b ∈ R, a ∈ R \ {0}. (3.1.5)
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Detalna vejvlet teorija mo�e da se najde vo knigite na nejzi-
nite sozdavaqi, Majer (Y. Meyer), [55] i Dobexi (I. Daubechies), [14].

Vremensko-frekvenciskata reprezentacija definirana od Stok-
vel (R. G. Stockwell) vo [89] pretstavuva eden vid hibrid dobien od
STFT, (3.1.3) i od vejvlet transformacijata, (3.1.5) bidejḱi gi kom-
binira nivnite dobri karakteristiki. Ovaa nova transformacija
koja se narekuva Stokvelova ili S-transformacija (ST), se smeta
kako frekvencisko zavisna STFT ili kako korekcija na fazata na
vejvlet transformacijata, [19, 34, 74].

Neka g ∈ L1(R) ∩ L2(R) e takva xto
∫
R g(x)dx = 1. Stokvelovata

transformacija na funkcijata f ∈ L2(R) vo odnos na prozorecot g
e definirana kako

Sgf(b, a) =
|a|√
2π

∫
R
e−ixaf(x)g(a(x− b))dx =

1√
2π

(f,MaTbD 1
a
g)L2(R)

(3.1.6)
za b ∈ R i a ∈ R\{0}, kadeMaf(·) = eia·f(·) e operator na modulacija,
Tbf(·) = f(· − b) e operator na translacija i D 1

a
f(·) = |a|f(a·) e

operator na dilatacija.
Ako zemame g da bide Gausovata funkcija g(x) = 1√

2π
e−

x2

2 , x ∈
R, togax ja dobivame prvata definicija na Stokvelovata trans-
formacija, vovedena vo [89].

Vo [89] e dadena slednava osnovna vrska pomeǵu Stokvelovata
transformacija i vejvlet transformacijata.

Za sekoe f ∈ L2(R), g ∈ L1(R) ∩ L2(R)

Sgf(b, a) =
1√
2π
e−iba|a|1/2Wψf(b,

1

a
)

za sekoe b ∈ R i a ∈ R \ {0}, kade ψ(x) = eixg(x) za sekoe x ∈ R.
Od definicijata na Stokvelovata transformacija (3.1.6) mo�e

da se zabele�i deka najznaqajnata razlika pomeǵu ST i WT e ko-
rekcijata na fazata koja e dadena so faznata funkcija e−ixa, i
ovaa fazna funkcija ovozmo�uva lokalizacija na frekvencijata.
Vsuxnost, ST gi meri translaciite i dilataciite na nekoj signal
vo odnos na fazata, dadena so funkcijata e−ixa. Poveḱe detali za
razlikite pomeǵu ST i WT mo�e da se najdat vo [90].

Vo [89] e dadena slednata vrskata pomeǵu Stokvelovata trans-
formacija i Furjeovata transformacija od strana na Stokvel za

prozorecot g(x) = 1√
2π
e−

x2

2 , x ∈ R.
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Neka g ∈ L1(R) ∩ L2(R) e takva xto∫
R
g(x)dx = 1.

Togax za sekoja funkcija f ∈ L1(R) ∩ L2(R) va�i∫ ∞
−∞

Sgf(b, a)db = f̂(a), a ∈ R. (3.1.7)

Vrskata (3.1.7) ja povlekuva slednava formula za rekonstruk-
cija na signal f preku Stokvelovata transformacija, koja mo�e
da se najde vo [89], dadena kako

f(x) = F−1

(∫ ∞
−∞

Sgf(b, a)db

)
(x).

Nekolku godini podocna izvedena e inverznata formula preku
operator, [102].

Od druga strana vo [19], e poka�ano slednovo Parsevalovo
ravenstvo za Stokvelovata transformacija:

(f(x), h(x))L2(R) =
1

Cg

∫
R

∫
R
Sgf(b, a)Sgh(b, a)db

da

|a|
, (3.1.8)

pod pretpostavka deka f, h ∈ L2(R) i prozorecot g ∈ L2(R) go zado-
voluva uslovot

∫
R g(x)dx = 1, kako i uslovot za dopustlivost

Cg =

∫
R
|ĝ(ω − 1)|2 dω

|ω|
<∞. (3.1.9)

Od Parsevalovoto ravenstvo (3.1.8) se dobiva slednava formula
za rekonstrukcija

f(x) =
1

Cg

∫
R

∫
R
Sgf(b, a)MaTbD 1

a
g(x)db

da

|a|
. (3.1.10)

Uslovot (3.1.9) ni poka�uva deka Furjeovata transformacija
na funkcijata g isqeznuva vo frekvencijata −1, t.e. ĝ(−1) = 0 koga
ĝ e neprekinata vo −1. Ona xto e specifiqno za Gausoviot pro-
zorec g(x) = (2π)−1/2e−x

2/2, x ∈ R, e deka ne go zadovoluva uslovot
za dopustlivost (3.1.9).

Vo slednava lema dobivme korisna vrska pomeǵu Stokvelovata
transformacija i Furjeovata transformacija, koja ja koristime
vo dokazite na novite rezultati vo poglavjata 3.2. i 3.3.
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Lema 3.1.1. Za g ∈ L1(R) ∩ L2(R) i f ∈ L2(R),

Sgf(b, a) =
1√
2π

∫
R
eib(ω−a)f̂(ω)ĝ

(
ω − a
a

)
dω. (3.1.11)

Dokaz: Prvo ḱe razgledame Furjeova transformacija na funkci-
jata MaTbD 1

a
g(x), t.e. ḱe ja poka�eme relacijata

F
(
MaTbD 1

a
g(x)

)
(ω) = |a|TaM−bDaĝ(ω). (3.1.12)

Navistina,

F
(
MaTbD 1

a
g(x)

)
(ω) =

1√
2π

∫
R
e−ixωMaTbD 1

a
g(x)dx

=
|a|√
2π

∫
R
e−ix(ω−a)g(a(x− b))dx

=

{
a√
2π

∫
R e
−ix(ω−a)g(a(x− b))dx, a > 0

−a√
2π

∫
R e
−ix(ω−a)g(a(x− b))dx, a < 0

=

{
e−ib(ω−a)√

2π

∫
R e
−it(ω−a

a
)g(t)dt, a > 0

−e−ib(ω−a)√
2π

∫ −∞
∞ e−it(

ω−a
a

)g(t)dt, a < 0

= e−ib(ω−a)ĝ(
ω − a
a

) = |a|e−ib(ω−a)Daĝ(ω − a)

= |a|M−bDaĝ(ω − a) = |a|TaM−bDaĝ(ω).

Ponatamu, so koristeǌe na definicijata za Stokvelova trans-
formacija (3.1.6), Parsevalovata formula za Furjeovata trans-
formacija (3.1.2) i relacijata (3.1.12) ja dobivame formulata
(3.1.11), t.e.

Sgf(b, a) =
1√
2π

(f,MaTbD 1
a
g)L2(R) =

1√
2π

(F(f),F(MaTbD 1
a
g))L2(R)

=
1√
2π

(f̂ , |a|TaM−bDaĝ)L2(R) =
1√
2π

∫
R
eib(ω−a)f̂(ω)ĝ

(
ω − a
a

)
dω.
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3.2. Obopxtuvaǌe na formulata za rekonstrukcija i Par-

sevalovoto ravenstvo

Vo ovoj del ḱe bide razgledano proxiruvaǌeto na formulata
za rekonstrukcija (3.1.10) za pogolemi klasi prozorec-funkcii,
koja ovozmo�uva definiraǌe na Stokvelov operator na sinteza,
kako i proxiruvaǌe na Parsevalovoto ravenstvo za Stokvelovata
transformacija (3.1.8), koristejḱi prozorci koi ne mora da go
zadovoluvaat uslovot na dopustlivost (3.1.9). Pritoa, najprvo
ḱe dademe malku poopxt uslov za dopustlivost.

Definicija 3.2.1. Neka g ∈ S(R) e netrivijalen prozorec. Funk-
cijata ψ ∈ S(R) se narekuva prozorec za rekonstrukcija (prozorec
na sinteza) soodveten na prozorecot g ako

Cg,ψ :=

∫
R
ψ̂(ω − 1)ĝ(ω − 1)

dω

|ω|
<∞. (3.2.13)

Pritoa sekoj prozorec g dopuxta da se konstruira prozorec
za rekonstrukcija ψ, samo dokolku g e netrivijalen.

Vo narednoto tvrdeǌe e dadena formula za rekonstrukcija,
taka xto prozorecot g i negoviot prozorec za rekonstrukcija ψ
se temperirani test funkcii.

Tvrdeǌe 3.2.1. (Formula za rekonstrukcija) Neka g ∈ S(R) e netri-
vijalen prozorec i neka ψ ∈ S(R) e soodveten prozorec za rekon-
strukcija. Ako f ∈ L1(R) e takov xto f̂ ∈ L1(R), togax slednava
formula za rekonstrukcija va�i po toqki,

f(x) =
1√

2πCg,ψ

∫
R

∫
R
Sgf(b, a)MaTbD 1

a
ψ(x)db

da

|a|
. (3.2.14)

Dokaz: Koristejḱi ja relacijata (3.1.11) i smenata a(x − b) = b1,
imame ∫

R

∫
R
Sgf(b, a)MaTbD 1

a
ψdb

da

|a|

=

∫
R

∫
R

(
1√
2π

∫
R
eib(ω−a)f̂(ω)ĝ

(
ω − a
a

)
dω

)
|a|eixaψ(a(x− b))dbda

|a|
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=

∫
R

(
1√
2π

∫ 0

−∞
eixaĝ

(
ω − a
a

)
da

∫
R
eib(ω−a)ψ(a(x− b))db

+
1√
2π

∫ +∞

0

eixaĝ

(
ω − a
a

)
da

∫
R
eib(ω−a)ψ(a(x− b))db

)
f̂(ω)dω

=

∫
R

(
1√
2π

∫ 0

−∞
eixaĝ

(
ω − a
a

)
da

∫ ∞
−∞

ei(x−
b1
a

)(ω−a)ψ(b1)
db1

−a

+
1√
2π

∫ +∞

0

eixaĝ

(
ω − a
a

)
da

∫ −∞
∞

ei(x−
b1
a

)(ω−a)ψ(b1)
db1

−a

)
f̂(ω)dω

=

∫
R

∫
R

(
1√
2π

∫
R
ei(x−

b1
a

)(ω−a)ψ(b1)db1

)
f̂(ω)ĝ

(
ω − a
a

)
eiaxdω

da

|a|

=

∫
R

∫
R
eix(ω−a)ψ̂

(
ω − a
a

)
f̂(ω)ĝ

(
ω − a
a

)
eiaxdω

da

|a|

=

∫
R
eixωf̂(ω)

(∫
R
ψ̂

(
ω − a
a

)
ĝ

(
ω − a
a

)
da

|a|

)
dω = I1 + I2

kade xto

I1 =

∫ 0

−∞
eixωf̂(ω)

(∫
R
ψ̂

(
ω − a
a

)
ĝ

(
ω − a
a

)
da

|a|

)
dω

i

I2 =

∫ ∞
0

eixωf̂(ω)

(∫
R
ψ̂

(
ω − a
a

)
ĝ

(
ω − a
a

)
da

|a|

)
dω.

Integralite I1 i I2 najprvo ḱe gi podelime na dva integrala vo
odnos na promenlivata a, pa potoa vo novodobienite integrali ḱe
stavime smena ω

a
= ω1 taka xto −da

a
= dω1

ω1
, od kade dobivame

I1 =

∫ 0

−∞
eixωf̂(ω)

(∫
R
ψ̂

(
ω − a
a

)
ĝ

(
ω − a
a

)
da

|a|

)
dω

=

∫ 0

−∞
eixωf̂(ω)

(∫ 0

−∞
ψ̂

(
ω − a
a

)
ĝ

(
ω − a
a

)
da

−a

+

∫ ∞
0

ψ̂

(
ω − a
a

)
ĝ

(
ω − a
a

)
da

a

)
dω

=

∫ 0

−∞
eixωf̂(ω)

(∫ ∞
0

ψ̂(ω1 − 1)ĝ(ω1 − 1)
dω1

ω1

+

∫ 0

−∞
ψ̂(ω1 − 1)ĝ(ω1 − 1)

dω1

−ω1

)
dω

=

∫ 0

−∞
eixωf̂(ω)

(∫
R
ψ̂ (ω1 − 1) ĝ(ω1 − 1)

dω1

|ω1|

)
dω,
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soodvetno

I2 =

∫ ∞
0

eixωf̂(ω)

(∫
R
ψ̂

(
ω − a
a

)
ĝ

(
ω − a
a

)
da

|a|

)
dω

=

∫ ∞
0

eixωf̂(ω)

(∫ 0

−∞
ψ̂

(
ω − a
a

)
ĝ

(
ω − a
a

)
da

−a

+

∫ ∞
0

ψ̂

(
ω − a
a

)
ĝ

(
ω − a
a

)
da

a

)
dω

=

∫ ∞
0

eixωf̂(ω)

(
−
∫ −∞

0

ψ̂(ω1 − 1)ĝ(ω1 − 1)
dω1

−ω1

+

∫ 0

∞
ψ̂(ω1 − 1)ĝ(ω1 − 1)

dω1

−ω1

)
dω

=

∫ ∞
0

eixωf̂(ω)

(∫
R
ψ̂ (ω1 − 1) ĝ(ω1 − 1)

dω1

|ω1|

)
dω.

Spored toa imame

I1 + I2 =

∫
R
eixωf̂(ω)

(∫
R
ψ̂ (ω1 − 1) ĝ(ω1 − 1)

dω1

|ω1|

)
dω,

odnosno ∫
R

∫
R
Sgf(b, a)MaTbD 1

a
ψdb

da

|a|

=

∫
R
eixωf̂(ω)

(∫
R
ψ̂ (ω1 − 1) ĝ(ω1 − 1)

dω1

|ω1|

)
dω

=
√

2πCg,ψf(x).

Vo narednoto tvrdeǌe e doka�ano Parsevalovoto ravenstvo za
Stokvelovata transformacija pretpostavuvajḱi deka prozorecot g
i soodvetniot prozorec za rekonstrikcija ψ se temperirani test
funkcii.

Tvrdeǌe 3.2.2. (Obopxteno Parsevalovo ravenstvo) Neka ψ ∈ S(R)
e prozorec za rekonstrukcija soodveten na netrivijalniot pro-
zorec g ∈ S(R) i f, h ∈ L1(R) ∩ L2(R). Togax∫

R
f(x)h(x)dx =

1

Cg,ψ

∫
R

∫
R
Sgf(b, a)Sψh(b, a)db

da

|a|
. (3.2.15)
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Dokaz: Koristejḱi ja formulata za rekonstrukcija (3.2.14) i teo-
remata na Fubini (teorema A.0.3) imame∫

R
f(x)h(x)dx

=
1√

2πCg,ψ

∫
R

(∫
R

∫
R
Sgf(b, a)MaTbD 1

a
ψ(x)db

da

|a|

)
h̄(x)dx

=
1√

2πCg,ψ

∫
R

∫
R
Sgf(b, a)

(∫
R
MaTbD 1

a
ψ(x)h̄(x)dx

)
db
da

|a|

=
1√

2πCg,ψ

∫
R

∫
R
Sgf(b, a)

(∫
R
h̄(x)eiax|a|ψ(a(x− b))dx

)
db
da

|a|

=
1√

2πCg,ψ

∫
R

∫
R
Sgf(b, a)

(∫
R
h(x)e−iax|a|ψ(a(x− b))dx

)
db
da

|a|

=
1

Cg,ψ

∫
R

∫
R
Sgf(b, a)Sψh(b, a)db

da

|a|
.

Neka Y = R × (R \ {0}). Ḱe ja fiksirame
dbda

|a|
kako standardna

mera na Y. Pa soglasno ovoj izbor, neka L2(Y) = L2

(
Y,
dbda

|a|

)
taka

xto skalarniot proizvod vo ovoj prostor e definiran kako

(F,G)L2(Y) =

∫
R

∫
R
F (b, a)G(b, a)db

da

|a|
.

Togax, relacijata (3.2.15) go dobiva oblikot

(f, h)L2(R) =
1

Cg,ψ
(Sgf, Sψh)L2(Y).

Kako posledica na ova dobivame deka

||Sgf ||L2(Y) =
√
Cg,g ||f ||L2(R)

va�i na gust potprostor od prostorot L2(R).
Formulata za rekonstrukcija (3.2.14) ni ovozmo�uva da go defi-

nirame operatorot koj gi preslikuva funkciite nad Y vo funkcii
nad R. Za dadena g ∈ S(R) go voveduvame Stokveloviot operator
na sinteza kako

S∗gF (x) =
1√
2π

∫
R

∫
R
F (b, a)MaTbD 1

a
g(x)db

da

|a|
. (3.2.16)
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Integralot vo (3.2.16) e apsolutno konvergenten koga F ∈ S(Y).
Spored toa, lesno se poka�uva deka relacijata (3.2.14) mo�e da
se zapixe vo oblik

(S∗ψ ◦ Sg)f = Cg,ψf. (3.2.17)

Navistina,

(S∗ψ ◦Sg)f = S∗ψ(Sgf) =
Cg,ψ√
2πCg,ψ

∫
R

∫
R
Sgf(b, a)MaTbD 1

a
ψ(x)db

da

|a|
= Cg,ψf.

3.3. Neprekinatost na Stokvelovata transformacija nad
prostorot od test funkcii S0(R)

Vo [34, Primer 1] e poka�ano deka za g(x) = (2π)−1/2e−x
2/2, x ∈ R,

Stokvelovata transformacija ne go preslikuva prostorot L2(R) vo
prostorot L2(R×R), xto ni dade ideja da ispitame dali Stokvelo-
vata transformacija go preslikuva prostorot S(R) vo prostorot
S(R2). Vo [10] Katana (V. Catană) ja koristi slednava definicija za
modificirana Stokvelova transformacija, koja mo�e da se najde
vo [34],

Ss,gf(b, a) =
|a|1/s√

2π

∫
R
e−iaxf(x)g(a(x− b))dx

=
|a|1/s−1

√
2π

∫
R
eib(ω−a)f̂(ω)¯̂g

(
ω − a
a

)
dω, (3.3.18)

kade xto s ≥ 1, (b, a) ∈ R × R \ {0}. Definicijata na Stokvelovata
transformacija (3.1.6) koja nie ja koristime se dobiva koga s = 1.

Vo dokazite na glavnite rezultati vo [10], Katana koristi
fakt (koj ne e doka�an) deka modificiranata Stokvelova transfor-
macija (3.3.18) go preslikuva prostorot S(R) vo S(R2), kade xto
S(R2) e Xvarcoviot prostor koj gi sodr�i site glatki funkcii
Φ nad R2 koi go zadovoluvaat sledniot uslov

ρl,mr (Φ) = sup
(b,a)∈R2

(1 + |b|+ |a|)r
∣∣∣∣ ∂l∂al ∂m∂bmΦ(b, a)

∣∣∣∣ <∞, l,m, r ∈ N0. (3.3.19)

Nie najdovme primer so koj go pobivame negovoto tvrdeǌe deka
modificiranata Stokvelova transformacija go preslikuva pros-
torot S(R) vo S(R2).
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Primer 3.3.1. Neka g ∈ S(R) e prozorec koj go zadovoluva uslovot
za dopustlivost (3.1.9) i f ∈ S(R), dadeni so ĝ(ω) = (2π)−1/2(ω +
1)e−ω

2/4 i f̂(ω) = ωe−ω
2/4. Togax od lemata 3.1.1 imame deka

Sgf(0, a) =
1√
2π

∫
R

ω

a
e
− 1

4

(
ω2

a2
− 2ω

a
+1
)
ωe−ω

2/4dω

∼ 1√
2πa

∫
R
ω2e−

1+ω2

4 dω =
C

a
, a→∞,

kade C 6= 0. Togax

ρ0,0
2 (Sgf(0, a)) = sup

(0,a)∈R2

(1 + |a|)2|Sgf(0, a)|

∼ C sup
(0,a)∈R2

(1 + |a|)2

|a|
, a→∞,

koe ni poka�uva deka ρ0,0
2 (Sgf) = ∞. Na sliqen naqin se dobiva

deka ρ0,0
r (Sgf) =∞ koga r = 3, 4, .., od kade sleduva deka Sgf /∈ S(R2).

Analogno va�i i ako ja primenime definicijata za modifici-
rana Stokvelova transformacija (3.3.18) koja ja koristi Katana,

Ss,gf(0, a) =
|a|1/s−1

2π

∫
R

ω

a
e
− 1

4

(
ω2

a2
− 2ω

a
+1
)
ωe−ω

2/4dω

∼ |a|1/s−1

2πa

∫
R
ω2e−

1+ω2

4 dω =
C

a|a|1−1/s
, a→∞,

kade C 6= 0, koe poka�uva deka ρ0,0
3 (Sgf) = ∞. Spored toa, Sgf /∈

S(R2), pa poradi ova Tauberovite uslovi za ograniqenost (3.4),
(3.7) i (3.9) vo trudot [10] ne se toqni.

So toa zakluqivme deka sistemot od polunormi (3.3.19) koj go
koristi Katana, ne go zema vo predvid odnesuvaǌeto na funkcijata
Φ ∈ S(R2) za mali vrednosti na a (t.e. izrazot |a|−r ne se pojavuva
vo (3.3.19)), koe ima va�na uloga pri konstrukcijata na rangot
na Stokvelovata transformacija. Za Y = R× (R \ {0}), vo naxiot
trud [82] go voveduvame prostorot S(Y) od visoko lokalizirani
test funkcii nad Y kako prostor od glatki funkcii Φ nad Y koi
go zadovoluvaat sledniot uslov

ρl,ms,r (Φ) = sup
(b,a)∈Y

(
|a|s +

1

|a|s

)
(1 + b2)r/2

∣∣∣∣ ∂l∂al ∂m∂bmΦ(b, a)

∣∣∣∣ <∞ (3.3.20)
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za site l,m, s, r ∈ N0. Topologijata na prostorot S(Y) e defini-
rana so pomox na polunormite (3.3.20). Negoviot dualen pros-
tor ḱe go oznaquvame so S ′(Y), koj igra va�na uloga vo naxata
definicija na Stokvelovata transformacija na Lizorkinovi dis-
tribucii, bidejḱi vo nego se sodr�i rangot na ovaa transfor-
macija. Lokalno integrabilnata funkcija F definirana nad Y
mo�eme da ja identifikuvame so distribucija definirana nad Y,
imeno ako za F va�i

|F (b, a)| ≤ C

(
|a|s +

1

|a|s

)
(1 + b2)r/2, (b, a) ∈ Y,

za nekoi konstanti C, r, s > 0, togax taa mo�e da se identifikuva
so element od prostorot S ′(Y) preku

〈F,Φ〉 =

∫
R

∫
R
F (b, a)Φ(b, a)db

da

|a|
, Φ ∈ S(Y).

Vo [82] ja analiziravme Stokvelovata teorija vo ramki na
prostorot od visoko vremensko-frekvencisko lokalizirani test
funkcii nad realnata prava, S0(R) i negoviot dualen prostor,
S ′0(R), t.e. prostorot od Lizorkinovi distribucii, pri xto gi
doka�avme slednive teoremi za Stokvelovata transformacija i
Stokveloviot operator na sinteza.

Teorema 3.3.1. Preslikuvaǌeto Sg : S0(R)×S0(R)→ S(Y) e nepreki-
nato.

Dokaz: Neka so

ρk,n(ϕ) = sup
x∈R

(1 + |x|)k|ϕ(n)(x)|, k, n ∈ N0, (3.3.21)

gi definirame polunormite na prostorot S0(R). Ḱe poka�eme deka
za dadeni s, r,m, l ∈ N0, postojat ν, τ, α, β ∈ N i C > 0 taka xto

ρl,ms,r (Sgf) ≤ Cρν,α(f)ρτ,β(g), f, g ∈ S0(R). (3.3.22)

Qekor 1. Koristejḱi ja definicijata na Stokvelova transforma-
cija (3.1.6) i Lajbnicovoto pravilo imame

∣∣∣∣ ∂l∂al ∂m∂bmSgf(b, a)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ 1√
2π

∂l

∂al

∫
R
f(x)e−ixaam+1g(m)(a(x− b))dx

∣∣∣∣



Glava 3. Asimptotska analiza preku Stokvelova transformacija 74

=

∣∣∣∣∣ 1√
2π

∫
R
f(x)

∑
k1+k2+k3=l

(
l

k1, k2, k3

)
Cm,k1a

m+1−k1e−ixa(−ix)k2

g(m+k3)(a(x− b))(x− b)k3dx
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ 1√
2π

∑
k1+k2+k3=l

(
l

k1, k2, k3

)
Cm,k1a

m+1−k1−k3(−i)k2∫
R
xk2f(x)e−ixa(a(x− b))k3g(m+k3)(a(x− b))dx

∣∣∣∣
≤ 1√

2π

∑
k1+k2+k3=l

(
l

k1, k2, k3

)
Cm,k1|a|m−k1−k3∣∣∣∣∫

R
xk2f(x)eixa|a|(a(x− b))k3g(m+k3)(a(x− b))dx

∣∣∣∣
≤

∑
k1+k2+k3=l

(
l

k1, k2, k3

)
Cm,k1

(
|a|m−k1−k3 +

1

|a|m−k1−k3

)
1√
2π

∣∣∣∣∫
R
xk2f(x)MaTbD 1

a
(xk3g(m+k3)(x))dx

∣∣∣∣ .
Neka xk2f(x) = fk2(x) i xk3g(m+k3)(x) = gk3(x). Bidejḱi mno�e-

ǌeto so xm i diferenciraǌeto se neprekinati operatori nad S0(R)
(vidi poglavje 1.1.2.) imame deka∣∣∣∣ ∂l∂al ∂m∂bmSgf(b, a)

∣∣∣∣ ≤∑
k1+k2+k3=l

(
l

k1, k2, k3

)
Cm,k1

(
|a|m +

1

|a|m

) ∣∣∣Sgk3fk2(b, a)
∣∣∣ .

Poslednovo neravenstvo ḱe go pomno�ime so (1 + b2)r/2
(
|a|s + 1

|a|s

)
,

i ḱe ja koristime ocenkata(
|a|s +

1

|a|s

)(
|a|m +

1

|a|m

)
≤ 3

(
|a|s+m +

1

|a|s+m

)
,

za m, s ∈ N0 i za a ∈ R \ {0}.
Navistina, ako a ∈ (−∞,−1] ∪ [1,+∞) i m, s ∈ N0, togax va�i(
|a|s +

1

|a|s

)(
|a|m +

1

|a|m

)
= |a|s+m + |a|m−s + |a|s−m +

1

|a|s+m

≤ 3|a|s+m +
1

|a|s+m
≤ 3

(
|a|s+m +

1

|a|s+m

)
.
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Ako pak, −1 < a < 1, a 6= 0 i m, s ∈ N, togax va�i(
|a|s +

1

|a|s

)(
|a|m +

1

|a|m

)
= |a|s+m + |a|m−s + |a|s−m +

1

|a|s+m

≤ |a|s+m + 3
1

|a|s+m
≤ 3

(
|a|s+m +

1

|a|s+m

)
.

Spored toa, dobivame deka

ρl,ms,r (Sgf) ≤ C
∑

k1+k2+k3=l

ρ0,0
s+m,r(Sgk3fk2(b, a)).

Pa, mo�eme da pretpostavime deka m = l = 0.

Qekor 2. Najprvo ḱe poka�eme deka(
1− ∂2

∂ω2

)r/2
eib(ω−a) = (1 + b2)r/2eib(ω−a) (3.3.23)

Navistina,(
1− ∂2

∂ω2

)r/2
eib(ω−a) =

((
1− ∂2

∂ω2

)
eib(ω−a)

)r/2
(eib(ω−a))1−r/2

=
(
(1− (ib)2)eib(ω−a)

)r/2
(eib(ω−a))1−r/2

=
(
(1 + b2)eib(ω−a)

)r/2
(eib(ω−a))1−r/2

= (1 + b2)r/2eib(ω−a)

Ako ja upotrebime formulata (3.1.11), ravenstvoto (3.3.23) i
Lajbnicovoto pravilo imame

(1 + b2)r/2 |Sgf(b, a)| = (1 + b2)r/2
∣∣∣∣ 1√

2π

∫
R
eib(ω−a)f̂(ω)ĝ

(
ω − a
a

)
dω

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1√
2π

∫
R

((
1− ∂2

∂ω2

)r/2
eib(ω−a)

)
f̂(ω)ĝ

(
ω − a
a

)
dω

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1√
2π

∫
R
eib(ω−a)

(
1− ∂2

∂ω2

)r/2(
f̂(ω)ĝ

(
ω − a
a

))
dω

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1√
2π

∫
R
eib(ω−a)

∑
j≤r

(
r

j

)
f̂ (r−j)(ω)ĝ

(j)
(
ω − a
a

)
a−jdω

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
j≤r

(
r

j

)
a−j

1√
2π

∫
R
eib(ω−a)f̂ (r−j)(ω)ĝ

(j)
(
ω − a
a

)
dω

∣∣∣∣∣
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≤
∑
j≤r

(
r

j

)
|a|−j

∣∣∣∣ 1√
2π

∫
R
eib(ω−a)f̂ (r−j)(ω)ĝ

(j)
(
ω − a
a

)
dω

∣∣∣∣
≤

∑
j≤r

(
r

j

)(
|a|j +

1

|a|j

) ∣∣∣∣ 1√
2π

∫
R
eib(ω−a)f̂ (r−j)(ω)ĝ

(j)
(
ω − a
a

)
dω

∣∣∣∣
≤ 2

∑
j≤r

(
r

j

)(
|a|r +

1

|a|r

) ∣∣Sg(j)f (r−j)(b, a)
∣∣ (3.3.24)

Vo poslednoto neravenstvo koristime deka za j, r ∈ N0, j ≤ r va�i

|a|j +
1

|a|j
≤ 2

(
|a|r +

1

|a|r

)
Navistina, ako a ∈ (−∞,−1]∪ [1,+∞) togax va�i |a|j + 1

|a|j ≤ 2|a|r ≤
2(|a|r + 1

|a|r ), dodeka pak ako −1 < a < 1 togax va�i |a|j + 1
|a|j ≤

2
|a|r ≤

2(|a|r + 1
|a|r ).

Ako postapime na sliqen naqin kako vo qekor 1, t.e. neraven-
stvoto (3.3.24) go pomno�ime so (|a|s + 1

|a|s ) dobivame

ρ0,0
s,r(Sgf) ≤ C

∑
j≤r

(
r

j

)
ρ0,0
s+r,0

(
Sg(j)f

(r−j)(b, a)
)
.

Posledovatelno mo�eme da zememe deka r = 0.

Qekor 3. Vo ovoj qekor ḱe go razgledame delot koj sodr�i mno�eǌe
so |a|s vo ρ0,0

s,0. Bidejḱi ĝ
(n)(0) = 0, ∀n ∈ N0 (vidi poglavje 1.1.2.), to-

gax Tajloroviot razvoj za funkcijata ĝ e ĝ(ω
a
) =

ĝ(s)(
ω0
a

)

s!
(ω
a
)s za nekoe

ω0

a
∈ [0, ω

a
]. Pritoa, va�i ocenkata

|ĝ(s)
(
ω0

a
)| ≤ 1√

2π

∫
R
|xsg(x)|dx,

za funkcijata ĝ
(s)

(ω0

a
) = 1√

2π

∫
R(ix)seix

ω0
a g(x)dx, koja pretstavuva s-ti

izvod na ĝ(ω0

a
) = 1√

2π

∫
R e
−ixω0

a g(x)dx. Spored toa, imame

|asSgf(b, a)| =
∣∣∣∣ as√2π

∫
R
f̂(ω)eib(ω−a)ĝ

(
ω − a
a

)
dω

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ as√2π

∫
R
f̂(ω + a)eibωĝ

(ω
a

)
dω

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ as√2π

∫
R
f̂(ω + a)eibω

ĝ
(s)

(ω0

a
)

s!

(ω
a

)s
dω

∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣ 1√
2πs!

∫
R
ωsf̂(ω + a)eibωĝ

(s)
(
ω0

a
)dω

∣∣∣∣
≤ 1√

2πs!

∫
R
|ωsf̂(ω + a)||eibω|

∣∣∣ĝ(s)
(
ω0

a
)
∣∣∣ dω

≤ 1

2πs!

∫
R
|xsg(x)| dx

∫
R

∣∣∣ωsf̂(ω + a)
∣∣∣ dω

≤ 1

2πs!

∫
R
(1 + |x|)s |g(x)| dx

∫
R
(1 + |ω|)s

∣∣∣f̂(ω + a)
∣∣∣ dω

=
1

2πs!

∫
R
(1 + |x|)s+2 |g(x)| dx

(1 + |x|)2

∫
R
(1 + |ω|)s+2

∣∣∣f̂(ω + a)
∣∣∣ dω

(1 + |ω|)2

≤ 1

2πs!
ρs+2,0(f)ρs+2,0(g)

∫
R

dx

1 + x2

∫
R

dω

1 + ω2

≤ Cρs+2,0(f)ρs+2,0(g). (3.3.25)

Qekor 4. Za mno�eǌeto so |a|−s, na sliqen naqin kako vo prethod-
niot qekor naoǵame Tajlorov razvoj za funkcijata f̂ . Bidejḱi f̂ (n)(0)

= 0, ∀n ∈ N0, togax Tajloroviot razvoj za funkcijata f̂ e f̂(aω) =
f̂ (s−1)(aω0)

(s−1)!
(aω)s−1 za nekoe aω0 ∈ [0, aω]. Pritoa, koristejḱi ja ocenkata

|f̂ (s−1)(aω0)| ≤ 1√
2π

∫
R
|xs−1f(x)|dx,

za funkcijata f̂ (s−1)(aω0) = 1√
2π

∫
R(ix)s−1eixaω0f(x)dx, koja pretstavuva

(s− 1)-vi izvod na f̂(aω0) = 1√
2π

∫
R e
−ixaω0f(x)dx imame∣∣∣∣ 1

as
Sgf(b, a)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1√
2πas

∫
R
f̂(ω)eib(ω−a)ĝ

(
ω − a
a

)
dω

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1√
2πas−1

∫
R
f̂(aω)eiba(ω−1)ĝ(ω − 1)dω

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ 1√
2πas−1

∫
R

f̂ (s−1)(aω0)

(s− 1)!
(aω)s−1eiba(ω−1)ĝ(ω − 1)dω

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1√
2π(s− 1)!

∫
R
f̂ (s−1)(aω0)eiba(ω−1)ωs−1ĝ(ω − 1)dω

∣∣∣∣
≤ 1√

2π(s− 1)!

∫
R
|f̂ (s−1)(aω0)||eiba(ω−1)|

∣∣∣ωs−1ĝ(ω − 1)
∣∣∣ dω

≤ 1

2π(s− 1)!

∫
R

∣∣xs−1f(x)
∣∣ dx∫

R

∣∣∣ωs−1ĝ(ω − 1)
∣∣∣ dω
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≤ 1

2π(s− 1)!

∫
R
(1 + |x|)s−1|f(x)|dx

∫
R
(1 + |ω|)s−1

∣∣∣ĝ(ω − 1)
∣∣∣ dω

=
1

2π(s− 1)!

∫
R
(1 + |x|)s+1|f(x)| dx

(1 + |x|)2∫
R
(1 + |ω|)s+1

∣∣∣ĝ(ω − 1)
∣∣∣ dω

(1 + |ω|)2

≤ 1

2π(s− 1)!
ρs+1,0(f)ρs+1,0(g)

∫
R

dx

1 + x2

∫
R

dω

1 + ω2

≤ Cρs+1,0(f)ρs+1,0(g). (3.3.26)

Sega kombinirajḱi gi (3.3.25) i (3.3.26) ḱe imame

ρ0,0
s,0(Sgf) ≤ Cρs+2,0(f)ρs+2,0(g).

Pa (3.3.22) va�i za ν = τ = s+m+ l + r + 2 i α = β = 0.

Analogna teorema doka�uvame i za Stokveloviot operator na
sinteza.

Teorema 3.3.2. Preslikuvaǌeto S∗g : S(Y)×S0(R)→ S0(R) e nepreki-
nato.

Dokaz: Ḱe pretpostavime deka g ∈ S0(R) i F (b, a) ∈ S(Y). Najprvo
sakame da poka�eme deka S∗gF ∈ S0(R). Ako stavime smena a(x− b) =
t, i pritoa ja primenime binomnata formula, kako i Tajloroviot
red za eksponencijalnata funkcija, ex =

∑∞
n=0

xn

n!
, bidejḱi g ∈ S0(R),

za m ∈ N0 imame∫
R
xmeiaxg(a(x− b))dx =

∫
R

(
t

a
+ b

)m
eia(

t
a

+b)g(t)
dt

a

=
∑
k≤m

(
m
k

)
ak−m−1bkeiba

∫
R
tm−keitg(t)dt

=
∑
k≤m

(
m
k

)
ak−m−1bkeiba

∞∑
n=0

in

n!

∫
R
tn+m−kg(t)dt = 0.

Od toa xto g ∈ S0(R) i F (b, a) ∈ S(Y) mo�eme da ja primenime
teoremata na Fubini (teorema A.0.3), pa dobivame deka∫

R
xmS∗gF (x)dx =

1√
2π

∫
R
xm
(∫

R

∫
R
F (b, a)MaTbD 1

a
g(x)db

da

|a|

)
dx

=
1√
2π

∫
R

∫
R
F (b, a)

(∫
R
xmeiaxg(a(x− b))dx

)
dbda = 0,
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od kade sleduva deka S∗gF ∈ S0(R).
Ponatamu ḱe poka�eme deka S∗g e neprekinat operator, t.e. ḱe

poka�eme deka za dadeni k, n ∈ N0 postojat C > 0 i α, β, s, r, l,m ∈ N
taka xto

ρk,n
(
S∗gF

)
≤ Cρα,β(g)ρl,ms,r (F ). (3.3.27)

(1 + x2)k/2
∣∣∣∣ ∂n∂xnS∗gF (x)

∣∣∣∣
= (1 + x2)k/2

∣∣∣∣ 1√
2π

∂n

∂xn

∫
R

∫
R
F (b, a)MaTbD 1

a
g(x)db

da

|a|

∣∣∣∣
= (1 + x2)k/2

∣∣∣∣ 1√
2π

∂n

∂xn

∫
R

∫
R
−F (x− b1, a)eixag(ab1)db1da

∣∣∣∣ (3.3.28)

=
1√
2π

(1 + x2)k/2

∣∣∣∣∣
∫
R

∫
R

∑
m≤n

(
n

m

)
∂m

∂xm
F (x− b1, a)eixa(ia)n−m

g(ab1)db1da|

Gornive ravenstva se dobieni najprvo so smenata x − b = b1

vo integralot, potoa faktot deka F (b, a) ∈ S(Y) i g ∈ S0(R) ni
ovozmo�uva vo ravenstvoto (3.3.28) so izvodot da vlezeme vo inte-
gralot, pa na kraj go primenuvame Lajbnicovoto pravilo. Ponata-
mu, koristejḱi deka ∂γb f(ax+ b) = 1

aγ
∂γuf(au+ b) za (b, a) ∈ R2, γ ∈ N0 i

x ∈ R, Parsevalovata formula (3.1.2) i relacijata (3.3.23), imame

(1 + x2)k/2
∣∣∣∣ ∂n∂xnS∗gF (x)

∣∣∣∣
=

1√
2π

(1 + x2)k/2

∣∣∣∣∣
∫
R

∫
R

∑
m≤n

(
n

m

)
∂m

∂bm1
(F (x− b1, a)) eixa(ia)n−mg(ab1)db1da

∣∣∣∣∣
=

1√
2π

(1 + x2)k/2

∣∣∣∣∣
∫
R

∫
R

∑
m≤n

(
n

m

)
εmF̂ (−ε, a)e−ixεeixa(ia)n−mĝ

(ε
a

) dε
a
da

∣∣∣∣∣
=

1√
2π

∣∣∣∣∣
∫
R

∫
R

∑
m≤n

(
n

m

)
εmF̂ (−ε, a)(1−∆ε)

k/2(e−ixε)eixa(ia)n−mĝ
(ε
a

)
dε
da

a

∣∣∣∣∣
≤ 1√

2π

∫
R

∫
R

∑
m≤n

(
n

m

)
|a|n−m−1

∣∣∣(1−∆ε)
k/2
(
εmF̂ (−ε, a)ĝ

(ε
a

))∣∣∣ dεda
=

1√
2π

∫
R

∫
R

∑
m≤n

(
n

m

)
|a|n−m−1

∣∣∣ ∑
k1+k2+k3=k

(
k

k1, k2, k3

)
Ck1ε

m−k1

∂k2

∂εk2
F̂ (−ε, a)

1

ak3
ĝ(k3)

(ε
a

) ∣∣∣dεda
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≤ 1√
2π

∫
R

∫
R

∑
m≤n

(
n

m

) ∑
k1+k2+k3=k

(
k

k1, k2, k3

)
Ck1 |a|

n−m−k3−1 |ε|m−k1∣∣∣∣ ∂k2∂εk2
F̂ (−ε, a)

∣∣∣∣ ∣∣∣ĝ(k3)
(ε
a

) ∣∣∣dεda.
Bidejḱi ĝ(n)(0) = 0, ∀n ∈ N0, togax Tajloroviot razvoj (teorema

A.0.2) za funkcijata ĝ(k3) e ĝ(k3)( ε
a
) =

ĝ(k3+k)(
ε0
a

)

k!
( ε
a
)k za nekoe ε0

a
∈ [0, ε

a
].

Pritoa, koristejḱi ja ocenkata

|ĝ(k3+k)(
ε0

a
)| ≤ 1√

2π

∫
R
|xk3+kg(x)|dx,

za funkcijata ĝ(k3+k)( ε0
a

) = 1√
2π

∫
R(ix)k3+keix

ε0
a g(x)dx, koja pretstavuva

(k3 + k)-ti izvod na ĝ( ε0
a

) = 1√
2π

∫
R e
−ix ε0

a g(x)dx imame

(1 + |x|2)k/2
∣∣∣∣ ∂n∂xnS∗gF (x)

∣∣∣∣ ≤ 1√
2π

∑
m≤n

(
n

m

) ∑
k1+k2+k3=k

(
k

k1, k2, k3

)
Ck1∫

R

∫
R
|a|n−m−k3−1 |ε|m−k1

∣∣∣∣ ∂k2∂εk2
F̂ (−ε, a)

∣∣∣∣ ∣∣∣ ĝ(k3+k)
(
ε0
a

)
k!

(ε
a

)k ∣∣∣dεda
≤ 1√

2πk!

∑
m≤n

(
n

m

) ∑
k1+k2+k3=k

(
k

k1, k2, k3

)
Ck1

∫
R

∣∣∣xk3+kg(x)dx
∣∣∣∫

R

∫
R

1

|a|k3+k+m−n+1
|ε|m+k−k1

∣∣∣∣ ∂k2∂εk2
F̂ (−ε, a)

∣∣∣∣ dεda
≤ C1ρ2k+2,0(g)

∑
m≤n

(
n

m

) ∑
k1+k2+k3=k

(
k

k1, k2, k3

)
(1 + |ε|)m+k−k1+2

(
|a|k3+k+m−n+3 +

1

|a|k3+k+m−n+3

) ∣∣∣∣ ∂k2∂εk2
F̂ (−ε, a)

∣∣∣∣ ∫
R

1

1 + ε2
dε

∫
R

a2

a4 + 1
da

≤ C1ρ2k+2,0(g)
∑
m≤n

(
n

m

) ∑
k1+k2+k3=k

(
k

k1, k2, k3

)
(1 + |ε|)m+k−k1+2

(
|a|k3+k+3 +

1

|a|k3+k+3

) ∣∣∣∣ ∂k2∂εk2
F̂ (−ε, a)

∣∣∣∣ ∫
R

1

1 + ε2
dε

∫
R

a2

a4 + 1
da

≤ Cρ2k+2,0(g)ρ0,k
2k+3,n+k+2(F ).

Pa, (3.3.27) va�i za α = 2k + 2, β = 0, s = 2k + 3, r = n + k + 2,
l = 0 i m = k.



Glava 3. Asimptotska analiza preku Stokvelova transformacija 81

3.4. Stokvelova transformacija nad prostorot od Lizorki-
novi distribucii S ′0(R)

Rezultatite za neprekinatost vo prethodnoto poglavje ni ovoz-
mo�uvaat da ja definirame Stokvelovata transformacija na dis-
tribucijata f ∈ S ′0(R) vo odnos na g ∈ S0(R).

Definicija 3.4.1. Stokvelova transformacija na f ∈ S ′0(R) vo
odnos na g ∈ S0(R) e element Sgf ∈ S ′(Y) qie dejstvo nad test
funkciite e dadeno so

〈Sgf,Φ〉 := 〈f, S∗gΦ〉, Φ ∈ S(Y). (3.4.29)

Opravdanosta na ovaa definicija sleduva od teoremata 3.3.2.
Koristejḱi gi istite argumenti, imame deka Stokvelovata trans-
formacija e isto taka dobro definirana so

Sgf(b, a) =
1√
2π
〈f,MaTbD 1

a
g〉. (3.4.30)

Uxte poveḱe, dvete definicii (3.4.29) i (3.4.30) se ekvivalentni.
Na sliqen naqin, neprekinatosta na Sg : S0(R)→ S(Y) ni ovoz-

mo�uva da go definirame Stokveloviot operator na sinteza za
F ∈ S ′(Y).

Definicija 3.4.2. Stokveloviot operator na sinteza S∗g : S ′(Y)→
S ′0(R) vo odnos na g ∈ S0(R) se definira kako

〈S∗gF, ϕ〉 := 〈F, Sgϕ〉, F ∈ S ′(Y), ϕ ∈ S0(R).

Ako za preslikuvaǌata od teoremite 3.3.1 i 3.3.2, gi raz-
gledame soodvetnite transponirani preslikuvaǌa, imajḱi gi vo
predvid osobinite na transponirano preslikuvaǌe na neprekinato
preslikuvaǌe, se dobiva slednovo tvrdeǌe.

Tvrdeǌe 3.4.1. Neka g ∈ S0(R). Stokvelovata transformacija Sg :
S ′0(R) → S ′(Y) i Stokveloviot operator na sinteza S∗g : S ′(Y) →
S ′0(R) se neprekinati linearni preslikuvaǌa.

Tvrdeǌeto 3.4.1 ovozmo�uva da se obopxti formulata za rekon-
strukcija (3.2.14) na distribucii, koja e dadena so narednata teo-
rema.

Teorema 3.4.1. (Inverzna formula) Neka g ∈ S0(R) e netrivijalen
prozorec. Ako ψ ∈ S0(R) e prozorec za rekonstrukcija soodveten
na g, imeno, Cg,ψ <∞, togax

idS′0(R) =
1

Cg,ψ
(S∗ψ ◦ Sg). (3.4.31)
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3.5. Abelovi i Tauberovi teoremi

Vo ovoj del se doka�ani Abelovi i Tauberovi teoremi za
Stokvelovata transformacija, preku koi e napravena karakteri-
zacija na kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe na distribuciite od
prostorot S ′0(R).

Najprvo ḱe ja poka�eme slednava lema koja e od golema va�nost
za dokazot na Abelovite i Tauberovite rezultati.

Lema 3.5.1. Neka g ∈ S0(R) i K ⊂ Y kompaktno mno�estvo. Mno�es-
tvoto

{MaTbD 1
a
g : (b, a) ∈ K} (3.5.32)

e ograniqeno vo S(R).

Dokaz: Za da poka�eme deka mno�estvoto (3.5.32) e ograniqeno
potrebno e da poka�eme deka za g ∈ S0(R) i k, n ∈ N, postoi C > 0
taka xto

ρk,n(MaTbD 1
a
g) ≤ C

(
|a|n +

1

|a|n

)
(1 + b2)k/2.

Najprvo ḱe poka�eme deka

xk(MaTbD 1
a
g)(n)(x) =

∑
m≤n

∑
s≤k

(
n

m

)(
k

s

)
iman+s−kbs

MaTbD 1
a
(uk−sg(n−m)(u))(x)

va�i za g ∈ S0(R), k, n ∈ N i a ∈ R \ {0}, b ∈ R.
Navistina, so koristeǌe na Lajbnicovoto pravilo imame

xk(MaTbD 1
a
g)(n)(x) = xk

(∑
m≤n

(
n

m

)
imameixa|a|an−mg(n−m)(a(x− b))

)

=
∑
m≤n

(
n

m

)
iman

1

ak
(a(x− b) + ba)k eixa|a|g(n−m)(a(x− b))

=
∑
m≤n

(
n

m

)
iman

1

ak

∑
s≤k

(
k

s

)
(ab)s (a(x− b))k−s eixa|a|g(n−m)(a(x− b))

=
∑
m≤n

∑
s≤k

(
n

m

)(
k

s

)
iman+s−kbsMaTbD 1

a
(uk−sg(n−m)(u))(x).
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Koristejḱi ekvivalencija na polunormata (3.3.21) so polunormata

ρk,n(g) = sup
x∈R
|x|k|g(n)(x)|, k, n ∈ N0,

vo S0(R) imame deka

ρk,n(MaTbD 1
a
g) = sup

x∈R

∣∣∣xk(MaTbD 1
a
g)(n)(x)

∣∣∣
≤

∑
m≤n

∑
s≤k

(
n

m

)(
k

s

)
|a|n+s−k|b|s sup

x∈R

∣∣∣MaTbD 1
a
(uk−sg(n−m)(u))(x)

∣∣∣
≤ C1ρk,n(g)

∑
m≤n

∑
s≤k

(
n

m

)(
k

s

)
|a|n+s−k|b|s

≤ C2

(
|a|n +

1

|a|n

)
(1 + b2)k/2ρk,n(g).

Za g ∈ S0(R), f ∈ S ′0(R) i 0 < ε < 1 oznaquvame gε(x) = g(εx)
i fε(x) = f(εx) (soodvetno za λ > 1 oznaquvame gλ(x) = g(λx) i
fλ(x) = f(λx)).

Vo tvrdeǌeto 3.5.1 daden e rezultat za asimptotskoto odne-
suvaǌe na Stokvelovata transformacija za proizvolen prozorec
g ∈ S0(R) \ {0}, vo odnos na dvete promenlivi, pretpostavuvajḱi
deka f ∈ S ′0(R) ima kvaziasimptotika vo nulata.

Tvrdeǌe 3.5.1. Neka L e bavno promenliva funkcija vo nulata,
α ∈ R i f ∈ S ′0(R). Ako f(εx) ∼ εαL(ε)h(x) koga ε→ 0+ vo S ′0(R), togax
za negovata Stokvelova transformacija vo odnos na prozorecot
g ∈ S0(R) \ {0} va�i

Sgf(εb,
a

ε
) ∼ εαL(ε)Sgh(b, a) koga ε→ 0+ (3.5.33)

ramnomerno nad kompaktni podmno�estva od Y.

Dokaz: Najprvo ḱe ja poka�eme relacijata

Sgfε(b, a) = Sgf(εb,
a

ε
). (3.5.34)
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Navistina, ako stavime smena εx = t imame

Sgfε(b, a) = (2π)−
1
2 〈fε(x),MaTbD 1

a
g(x)〉

= (2π)−
1
2 〈f(εx), e−ixa|a|g(a(x− b))〉

= (2π)−
1
2 〈f(t), e−it

a
ε
|a|
ε
g(
a

ε
(t− εb))〉

= (2π)−
1
2 〈f(t),Ma

ε
TεbD 1

a
ε

g(t)〉

= Sgf(εb,
a

ε
).

Sega od relacijata (3.5.34) i od kvaziasimptotikata na f vo
nulata imame

lim
ε→0+

Sgf(εb, a
ε
)

εαL(ε)
= lim

ε→0+

Sgfε(b, a)

εαL(ε)

= lim
ε→0+

(2π)−
1
2 〈 f(εt)

εαL(ε)
,MaTbD 1

a
g(t)〉

= (2π)−
1
2 〈h(t),MaTbD 1

a
g(t)〉

= Sgh(b, a).

Ramnomernata konvergencijata nad kompaktni podmno�estva od
Y sleduva od lemata 3.5.1 i od faktot deka slabata i jakata
topologija vo prostorot od Lizorkinovi distribucii S ′0(R) se ek-
vivalentni.

Slednovo tvrdeǌe pretstavuva Tauberov rezultat, odnosno in-
verzen rezultat na rezultatot dobien vo tvrdeǌeto 3.5.1.

Tvrdeǌe 3.5.2. Neka L e bavno promenliva funkcija vo nulata,
α ∈ R, f ∈ S ′0(R) i g ∈ S0(R) \ {0}. Slednive dva uslova:

(i) granicite

lim
ε→0+

1

εαL(ε)
Sgf

(
εb,

a

ε

)
∈ C

postojat za sekoe (b, a) ∈ Y,

(ii) postojat C > 0 i r, s ∈ N i 0 < ε0 ≤ 1 taka xto∣∣Sgf(εb, a
ε
)
∣∣

εαL(ε)
≤ C

(
|a|+ 1

|a|

)s
(1 + |b|)r ,

za site (b, a) ∈ Y i 0 < ε ≤ ε0,
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se potrebni i dovolni uslovi za postoeǌe na distribucijata h
taka xto f(εx) ∼ εαL(ε)h(x) koga ε→ 0+ vo S ′0(R).

Dokaz: Neka ϕ ∈ S0(R). Od relaciite (3.4.31) i (3.5.34) imame

lim
ε→0+
〈 f(εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)〉

=
1√

2πCg,ψ
lim
ε→0+

∫
R

∫
R

Sgfε(b, a)

εαL(ε)
〈MaTbD 1

a
ψ(x), ϕ(x)〉dbda

|a|

=
1√

2πCg,ψ
lim
ε→0+

∫
R

∫
R

Sgfε(b, a)

εαL(ε)
〈MaTbD 1

a
ψ(x), ϕ(x)〉dbda

|a|

=
1√

2πCg,ψ
lim
ε→0+

∫
R

∫
R

Sgfε(b, a)

εαL(ε)
Sψϕ(b, a)db

da

|a|

=
1

Cg,ψ
lim
ε→0+

∫
R

∫
R

Sgf(εb, a
ε
)

εαL(ε)
Sψϕ(b, a)db

da

|a|
, (3.5.35)

kade ψ e prozorec za rekonstrukcija soodveten na g.
Koristejḱi go uslovot (ii) sleduva deka postoi C ′ > 0 i r, s ∈ N

i 0 < ε0 ≤ 1 taka xto∣∣∣∣Sgf(εb, a
ε
)

εαL(ε)
Sψϕ(b, a)

∣∣∣∣ ≤ C ′
(
|a|+ 1

|a|

)s
(1 + |b|)r

∣∣Sψϕ(b, a)
∣∣

za site (b, a) ∈ Y i 0 < ε ≤ ε0. Od teoremata 3.3.1 sleduva deka
Sψϕ(b, a) ∈ S(Y), t.e. va�i

|Sψϕ(b, a)| ≤ C ′′

(1 + |b|2)r+2(|a|+ 1
|a|)

s+2
,

za nekoja konstanta C ′′ > 0 i r, s > 0, od kade sleduva∣∣∣∣Sgf(εb, a
ε
)

εαL(ε)
Sψϕ(b, a)

∣∣∣∣ ≤ C ′
(
|a|+ 1

|a|

)s
(1 + |b|)r

∣∣Sψϕ(b, a)
∣∣

≤ C ′′′

(1 + |b|2)2(|a|+ 1
|a|)

2
.

Spored toa vo (3.5.35) mo�eme da ja primenime Lebegovata teo-
rema za dominantna konvergencija (teorema A.0.2), pa dobivame
deka granicata

lim
ε→0+
〈 f(εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)〉

postoi i e koneqna.
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Obratno, (i) direktno go imame od Abeloviot tip na rezultat
koj e daden vo tvrdeǌeto 3.5.1. Tauberoviot uslov (ii) sekogax e
zadovolen zaradi slabata konvergencija na mre�ata {fε/εαL(ε)}0<ε≤1

vo S ′0(R); odnosno slabata konvergencija povlekuva deka postoi
0 < ε0 ≤ 1 za koe mno�estvoto {fε/εαL(ε)}0<ε≤ε0 e ograniqeno vo
slabata topologija na prostorot S ′0(R) (vidi zabelexka 1.1.6).
Dodeka pak teoremata na Banah-Xtajnhaus (teorema A.0.10), koja
va�i i za prostorot S ′0(R) (vidi zabelexka 1.1.5) ni povlekuva
deka {fε/εαL(ε)}0<ε≤ε0 pretstavuva ramnomerno neprekinato pod-
mno�estvo od S ′0(R), t.e. postojat k, n ∈ N i C > 0 taka xto∣∣∣∣〈 f(εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)

〉∣∣∣∣ ≤ Cρk,n(ϕ)

za site ϕ ∈ S0(R) i za site 0 < ε ≤ ε0. Zaradi poslednovo nera-
venstvo, relacijata (3.5.34), definicijata na Stokvelova trans-
formacija i lemata 3.5.1 slednava ocenka va�i za site (b, a) ∈ Y
i 0 < ε ≤ ε0,∣∣∣∣∣Sgf

(
εb, a

ε

)
εαL(ε)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣Sgf(b, a)

εαL(ε)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1√
2π

〈
f(x)

εαL(ε)
,MaTbD 1

a
g(x)

〉∣∣∣∣
≤ Cρk,n(MaTbD 1

a
g(x))

≤ C ′
(
|a|s +

1

|a|s

)
(1 + b2)r/2

≤ C ′
(
|a|+ 1

|a|

)s
(1 + b2)r/2.

Vo tvrdeǌeto 3.5.3 e daden rezultat za asimptotskoto odne-
suvaǌe na Stokvelovata transformacija vo beskoneqnost, koj se
poka�uva na sliqen naqin kako prethodnoto tvrdeǌe.

Tvrdeǌe 3.5.3. Neka L e bavno promenliva funkcija vo beskoneq-
nost, α ∈ R, f ∈ S ′0(R) i g ∈ S0(R) \ {0}. Slednive dva uslova:

(i) granicite

lim
λ→∞

1

λαL(λ)
Sgf

(
λb,

a

λ

)
∈ C

postojat za sekoe (b, a) ∈ Y,
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(ii) postojat C > 0 i r, s ∈ N i 0 < λ0 ≤ 1 taka xto∣∣Sgf(λb, a
λ
)
∣∣

λαL(λ)
≤ C

(
|a|+ 1

|a|

)s
(1 + |b|)r , za site (b, a) ∈ Y i λ ≥ λ0,

se potrebni i dovolni uslovi za postoeǌe na distribucijata h
taka xto f(λx) ∼ λαL(λ)h(x) koga λ→∞ vo S ′0(R).

Na sliqen naqin kako relacija (3.5.34) se poka�uva i slednava
relacija

Sgfε(εb, a) = Sgf(ε2b,
a

ε
). (3.5.36)

Navistina, ako stavime smena εx = t imame

Sgfε(εb, a) = (2π)−
1
2 〈fε(x),MaTεbD 1

a
g(x)〉

= (2π)−
1
2 〈f(εx), e−ixa|a|g(a(x− εb))〉

= (2π)−
1
2 〈f(t), e−it

a
ε
|a|
ε
g(
a

ε
(t− ε2b))〉

= (2π)−
1
2 〈f(t),Ma

ε
Tε2bD 1

a
ε

g(t)〉

= Sgf(ε2b,
a

ε
).

Ḱe dademe uxte eden Abelov rezultat i negov inverzen, Taube-
rov rezultat za asimptotskoto odnesuvaǌe na Stokvelovata trans-
formacija.

Tvrdeǌe 3.5.4. Neka L e bavno promenliva funkcija vo nulata,
α ∈ R i f ∈ S ′0(R). Ako f(εx) ∼ εαL(ε)h(x) koga ε→ 0+ vo S ′0(R), togax
za negovata Stokvelova transformacija vo odnos na prozorec g ∈
S0(R) \ {0} va�i

Sgf(ε2b,
a

ε
) ∼ εαL(ε)Sgh(0, a) koga ε→ 0+ (3.5.37)

ramnomerno nad kompaktni podmno�estva od Y.

Dokaz: Neka (b, a) ∈ Y e fiksno, togax od (3.5.36) imame deka

lim
ε→0+

Sgf(ε2b, a
ε
)

εαL(ε)
= lim

ε→0+

Sgfε(εb, a)

εαL(ε)

= lim
ε→0+

1√
2πεαL(ε)

〈f(εt),MaTεbD 1
a
g(t)〉

= lim
(ε1,ε2)→(0+,0+)

1√
2πεα1L(ε1)

〈f(ε1t),MaTε2bD 1
a
g(t)〉
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postoi ako poslednata granica postoi. Od faktot deka slabata i
jakata topologija vo S ′0(R) se ekvivalentni, koristejḱi ja lemata
3.5.1 i kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe na f vo nulata imame deka

lim
ε1→0+

1√
2πεα1L(ε1)

〈f(ε1t),MaTε2bD 1
a
g(t)〉 =

1√
2π
〈h(t),MaTε2bD 1

a
g(t)〉,

ramnomerno za ε2 ∈ [0, 1]. Uxte poveḱe, za sekoe 0 < ε1 ≤ 1, imame

lim
ε2→0+

1√
2πεα1L(ε1)

〈f(ε1t),MaTε2bD 1
a
g(t)〉 =

1√
2πεα1L(ε1)

〈f(ε1t),MaD 1
a
g(t)〉,

bidejḱi MaTε2bD 1
a
g(t)→MaD 1

a
g(t) koga ε2 → 0+ vo S0(R). Od teorema

A.0.5 imame

lim
ε→0+

Sgf(ε2b, a
ε
)

εαL(ε)
= lim

(ε1,ε2)→(0+,0+)

1√
2πεα1L(ε1)

〈f(ε1t),MaTε2bD 1
a
g(t)〉

= lim
ε1→0+

lim
ε2→0+

1√
2πεα1L(ε1)

〈f(ε1t),MaTε2bD 1
a
g(t)〉

= lim
ε1→0+

1√
2πεα1L(ε1)

〈f(ε1t),MaD 1
a
g(t)〉

=
1√
2π
〈h(t),MaT0D 1

a
g(t)〉

= Sgh(0, a).

Slednovo tvrdeǌe pretstavuva inverzen rezultat, t.e. Taube-
rov rezultat na tvrdeǌeto 3.5.4.

Tvrdeǌe 3.5.5. Neka L e slabo promenliva funkcija vo nulata,
α ∈ R, f ∈ S ′0(R) i g ∈ S0(R) \ {0}. Ako za site (b, a) ∈ Y, granicite

lim
ε→0+

1

εα−1L(ε)
Sgf

(
ε2b,

a

ε

)
∈ C (3.5.38)

postojat i postojat C > 0, p > 1, s ∈ N i 0 < ε0 ≤ 1 taka xto∣∣Sgf(ε2b, a
ε
)
∣∣

εα−1L(ε)
≤ C

(
|a|+ 1

|a|

)s
(1 + |b|)p

(3.5.39)

za site (b, a) ∈ Y i 0 < ε ≤ ε0, togax postoi homogena distribucija
h taka xto f(εx) ∼ εαL(ε)h(x) koga ε→ 0+ vo S ′0(R).
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Dokaz: Neka ϕ ∈ S0(R). Od inverznata formula (3.4.31), smenata
b = εb1 i relacijata (3.5.36) dobivame

lim
ε→0+
〈 f(εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)〉

=
1√

2πCg,ψ
lim
ε→0+

∫
R

∫
R

Sgfε(b, a)

εαL(ε)
〈MaTbD 1

a
ψ(x), ϕ(x)〉dbda

|a|

=
1√

2πCg,ψ
lim
ε→0+

∫
R

∫
R

Sgfε(b, a)

εαL(ε)
〈MaTbD 1

a
ψ(x), ϕ(x)〉dbda

|a|

=
1

Cg,ψ
lim
ε→0+

∫
R

∫
R

Sgfε(εb1, a)

εα−1L(ε)
Sψϕ(εb1, a)db1

da

|a|

=
1

Cg,ψ
lim
ε→0+

∫
R

∫
R

Sgf(ε2b1,
a
ε
)

εα−1L(ε)
Sψϕ(εb1, a)db1

da

|a|
, (3.5.40)

kade ψ e prozorecot za rekonstrukcija soodveten na g.
Na sliqen naqin kako vo dokazot na teoremata 3.5.2, faktot

deka Sψϕ ∈ S(Y) (vidi teorema 3.3.1) i ocenkata (3.5.39) povleku-
vaat deka postojat C ′ > 0, p > 1 i 0 < ε ≤ 1 taka xto∣∣∣∣Sgf(ε2b1,

a
ε
)

εα−1L(ε)
Sψϕ(εb1, a)

∣∣∣∣ ≤ C ′(
|a|+ 1

|a|

)2

(1 + |b1|)p

za site (b, a) ∈ Y i 0 < ε ≤ ε0.
Spored toa mo�eme da ja iskoristime Lebegovata teorema za

dominantna konvergencija (teorema A.0.2) vo (3.5.40), od kade do-

bivame deka granicata lim
ε→0+
〈 f(εx)

εαL(ε)
, ϕ(x)〉 postoi i e koneqna.

Na sliqen naqin mo�e da se poka�at sledniot Abelov i Taube-
rov tip na rezultat za asimptotskoto odnesuvaǌe na Stokvelovata
transformacija vo beskoneqnost vo odnos na vtorata promenliva.

Tvrdeǌe 3.5.6. Neka L e slabo promenliva funkcija vo beskoneq-
nost, α ∈ R i f ∈ S ′0(R). Ako f(λx) ∼ λαL(λ)h(x) koga λ → ∞ vo
S ′0(R), togax za negovata Stokvelova transformacija vo odnos na
prozorot g ∈ S0(R) \ {0} va�i

Sgf(b,
a

λ
) ∼ λαL(λ)Sgh(0, a) koga λ→∞

ramnomerno nad kompaktni podmno�estva od Y.



Glava 3. Asimptotska analiza preku Stokvelova transformacija 90

Tvrdeǌe 3.5.7. Neka L e slabo promenliva funkcija vo beskoneq-
nost, α ∈ R, f ∈ S ′0(R) i g ∈ S0(R) \ {0}. Ako za site (b, a) ∈ Y,
granicite

lim
λ→∞

1

λα+1L(λ)
Sgf

(
b,
a

λ

)
∈ C

postojat i postojat C > 0, p > 1, s ∈ N i 0 < λ0 ≤ 1 taka xto

∣∣Sgf(b, a
λ
)
∣∣

λα+1L(λ)
≤ C

(
|a|+ 1

|a|

)s
(1 + |b|)p

za site (b, a) ∈ Y i λ ≥ λ0, togax postoi homogena distribucija
h taka xto f(λx) ∼ λαL(λ)h(x) koga λ→∞ vo S ′0(R).



Glava 4

Asimptotska analiza preku
polinomno lokalizirani ramki

Ovaa glava e posvetena na asimptotskata analiza na temperi-
ranite distribucii preku polinomno lokalizirana ramka. Naj-
prvo e ilustrirana idejata za definiraǌe na specijalen tip ram-
ki takanareqeni polinomno lokalizirani ramki vo Hilbertov i
Banahov prostor [32], i Frexeov prostor [68]. Poznatite rezulta-
ti za polinomno lokalizirani ramki vo Frexeovi prostori ǹi
ovozmo�ija da napravime topoloxka karakterizacija na dualniot
prostor na Frexeov prostor (koj e proektivna granica na Bana-
hovi prostori) preku koeficientite od razvoite vo odnos na poli-
nomno lokalizirana ramka. So toa dobivme i topoloxka karakte-
rizacija na prostorot od temperirani distribucii kako speci-
jalen sluqaj, koe pak ǹi ovozmo�i da napravime asimptotska anali-
za na temperiranite distribucii preku polinomno lokalizirani
ramki. Potoqno, doka�ani se Tauberovi teoremi koi go povrzu-
vaat kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe i kvaziasimptotskata ogra-
niqenost na temperiranite distribucii so asimptotskoto odnesu-
vaǌe na koeficientite od nivnite razvoi vo odnos na polinomno
lokalizirani ramki. Doka�ani se i Abelovi teoremi koi go po-
vrzuvaat kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe na temperiranite dis-
tribucii vo Furjeov domen so asimptotikata na nivnite ramka-
koeficienti. Novite originalni rezultati se dadeni vo poglav-
jata 4.2., 4.3., 4.4. i 4.5.

91
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4.1. Polinomno lokalizirani ramki vo Hilbertov, Bana-

hov i Frexeov prostor

So cel da opredeli koi osobini ja pravat ramkata korisna,
Grohening (K. Gröchening) vo [32] go voveduva konceptot za lokaliza-
cija na ramki. Istra�uvaǌeto koe go sproveduva toj e vo dve
nasoki: konstrukcija i karakterizacija na site tipovi ramki so
dadena struktura, kako na primer Gabor ramki i vejvlet ramki
(vidi primer 1.3.2), dodeka pak, vtorata nasoka bila da gi otkrie
osobinite koi ja pravat ramkata korisna. Pritoa, kombinacijata
na ideite od apstraktnata teorija na funkcionalni prostori, i od
teorijata na ramki ovozmo�ila da se razbere toqno koi osobini
na funkciite mo�at da bidat detektirani i dobieni od koefici-
entite od soodvetniot razvoj vo odnos na dadena ramka.

Najprvo ḱe definirame nekoi poimi koi bile kluqni pri is-
tra�uvaǌeto na Grohening.

Pozitivna neprekinata funkcija µ na R se narekuva k-umerena
te�ina (k ≥ 0) ako postoi konstanta C > 0 taka xto µ(t + x) ≤
C(1 + |t|)kµ(x), t, x ∈ R. Ako x = 0 togax k-umerenata te�ina µ
raste polinomno, t.e. va�i µ(t) ≤ C(1 + |t|)k, pa poradi toa uxte e
nareqena i te�ina od polinomen tip.

So lpµ, 1 ≤ p < ∞ ḱe go oznaqime Banahoviot prostor lp so
te�ini µ vo koj normata e definirana kako

|||(cn)∞n=1|||lpµ =

(∑
n∈N

|cn|pµ(n)p

)1/p

(4.1.1)

za sekoja niza (cn)∞n=1 ∈ lpµ. Ako p =∞ togax normata vo prostorot
l∞µ e definirana kako |||(cn)∞n=1|||l∞µ = supn∈N |cn|µ(n).

Neka (H, (·, ·)H) e separabilen Hilbertov prostor. Neka R =
(rk)

∞
k=1 e Rizova baza za prostorot H so kanoniqno dualna ramka

(r̃k)
∞
k=1 (vidi poglavje 1.3.) i neka µ e k-umerena te�ina.

Definicija 4.1.1. [32, Definicija 4] Neka lpµ ⊆ l2, 1 ≤ p < ∞.
Togax Hp

µ e Banahov prostor definiran kako

Hp
µ = {f ∈ H : f =

∞∑
n=1

cnrn za (cn)∞n=1 ∈ lpµ } (4.1.2)

so norma ‖f‖Hpµ = |||(cn)∞n=1|||lpµ pri xto koeficientite cn se na edin-
stven naqin opredeleni, t.e. cn = (f, r̃n)Hpµ .
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Bidejki lpµ ⊆ l2, 1 ≤ p <∞ togax Hp
µ e gust potprostor od H.

Definicija 4.1.2. [32, Definicija 7] Ramkata E = (en)∞n=1 se nare-
kuva polinomno lokalizirana ramka vo odnos na Rizovata baza R =
(rk)

∞
k=1 so stepen na opaǵaǌe s > 0 ako postoi konstanta Cs > 0 taka

xto
|(en, rk)H| ≤ Cs(1 + |n− k|)−s (4.1.3)

i
|(en, r̃k)H| ≤ Cs(1 + |n− k|)−s (4.1.4)

za site n, k ∈ N, kade (r̃k)
∞
k=1 e kanoniqno dualna ramka za (rk)

∞
k=1.

Lokalizacijata na ramkata E = (en)∞n=1 zavisi od dadenata Ri-
zova baza. Dvata uslova, (4.1.3) i (4.1.4) se sovpaǵaat ako rabo-
time so ortonormirana baza. Narednata teorema ni poka�uva deka
ramka-operatorot za lokalizirana ramka e dobro definiran nad
Banahovite prostori Hp

µ.

Tvrdeǌe 4.1.1. [32, Tvrdeǌe 8] Neka 1 ≤ p ≤ ∞ i k ≥ 0 taka xto
µ e k-umerena te�ina. Neka E = (en)∞n=1 e polinomno lokalizirana
ramka so stepen na opaǵaǌe s > 0. Togax

(i) Koeficient-operatorot definiran kako

CEf = ((f, en)Hpµ)∞n=1

e ograniqen od Hp
µ vo lpµ;

(ii) Operatorot na sinteza definiran nad koneqni nizi kako

DE((cn)∞n=1) =
∑
n∈N

cnen

e proxiren kako neprekinato preslikuvaǌe od lpµ vo Hp
µ;

(iii) Ramka-operatorot definiran kako

SE = DECE =
∑
n∈N

(f, en)Hpµen (4.1.5)

preslikuva od Hp
µ vo Hp

µ, kade xto redot vo (4.1.5) konvergira
bezuslovno za 1 ≤ p <∞.
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Eden od glavnite rezultati na Grohening e deka kanoniqno
dualnata ramka Ẽ = (ẽn)∞n=1 na polinomno lokalizirana ramka
E = (en)∞n=1 gi poseduva istite osobini na lokalizicija kako i
originalnata ramka, i toj e daden vo tvrdeǌeto 4.1.2, svojstvoto
(ii).

Tvrdeǌe 4.1.2. [32, Teorema 10] Neka E = (en)∞n=1 e polinomno
lokalizirana ramka so stepen na opaǵaǌe s > 0 vo odnos na Rizo-
vata baza R = (rn)∞n=1. Togax

(i) Ramka-operatorot e inverzibilen nad sekoj Banahov prostor
Hp
µ, kade 1 ≤ p ≤ ∞ i µ e k-umerena te�ina;

(ii) Kanoniqno dualnata ramka Ẽ = {(ẽn)∞n=1 = (S−1(en))∞n=1} e poli-
nomno lokalizirana so ist stepen na opaǵaǌe s > 0;

(iii) Ramka razvoite

f =
∑
n∈N

(f, en)Hpµ ẽn =
∑
n∈N

(f, ẽn)Hpµen

konvergiraat bezuslovno vo Hp
µ za 1 ≤ p <∞;

(iv) Va�i slednava ekvivalencija na normi

‖f‖Hpµ �

(∑
n∈N

|(f, en)Hpµ|
pµp

)1/p

�

(∑
n∈N

|(f, ẽn)Hpµ |
pµp

)1/p

. (4.1.6)

Kako xto imame spomnato vo poglavje 1.3.2., Banahovite ramki
pretstavuvaat obopxtuvaǌe na ramkite vo Hilbertov prostor, pa
vo teoremata 4.1.1 e dadena vrskata pomeǵu polinomno lokalizira-
na ramka za Hilbertov prostor H so Banahova ramka za Bana-
hoviot prostor Hp

µ.

Teorema 4.1.1. [32, Teorema 13] Neka E = (en)∞n=1 e polinomno loka-
lizirana ramka so stepen na opaǵaǌe s > 0 za Hilbertoviot pros-
tor H. Togax taa e Banahova ramka za sekoj Banahov prostor Hp

µ,
1 ≤ p ≤ ∞ i za site k-umereni te�ini.

Zabelexka 4.1.1. Vo [32] osven polinomno lokalizirana ramka,
Grohening razgleduva i eksponencijalno lokalizirana ramka. Ni-
zata E = (en)∞n=1 se narekuva eksponencijalno lokalizirana ramka vo
odnos na Rizovata baza R = (rk)

∞
k=1 ako za nekoe α > 0 va�i

|(en, rk)H| ≤ Cαe
−α|n−k| i |(en, r̃k)H| ≤ Cαe

−α|n−k|,
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kade xto (r̃k)
∞
k=1 e dualna ramka na Rizovata baza R = (rk)

∞
k=1. Toj

poka�uva deka celata ovaa teorija za polinomno lokalizirani
ramki va�i i za eksponencijalno lokalizirani ramki, t.e. tvr-
deǌata 4.1.1 i 4.1.2 i teoremata 4.1.1 va�at za eksponencijalna
ramka, imajḱi vo predvid deka te�inata vo prostorot lpµ i pros-
torot Hp

µ e subeksponencijalna. Pritoa, za edna te�ina µ velime
deka e subeksponencijalna (sub-exponential) ako postojat konstanti
C, γ > 0 i 0 ≤ β < 0 taka xto µ(t+ x) ≤ Ceγ|t|

β
µ(x) za sekoe t, x ∈ R.

Inspirirani od rezultatite na Grohening, avtorite na [68]
napravile proxiruvaǌe na konceptot za lokalizirana ramka vo
Frexeov prostor i negoviot dualen prostor. Najprvo tie davaat
opxt rezultat koj se bazira na ramki lokalizirani vo odnos na
Rizova baza i davaat razvoj vo odnos na ramka vo soodvetniot
Frexeov prostor, pri xto ramka-koeficientite pripaǵaat vo sood-
vetniot Frexeov prostor od nizi. Na kraj ovoj rezultat go pri-
menuvaat so cel da dobijat razvoj na temperiranite distribucii
vo odnos na lokalizirana ramka, kako i razvoj na elementite od
soodvetniot prostor na test funkcii.

Neka, XF i ΘF se proektivna granica na Banahovite prostori
Xk i Θk, soodvetno (definirani vo poglavje 1.3.3.). Za daden BK-
prostor Θk i Rizova baza R = (rn)∞n=1 za H, na prostorot Θk mu e
pridru�en sledniot Banahov prostor

HΘk
R = {f ∈ H : f =

∞∑
n=1

cnrn za (cn)∞n=1 ∈ Θk} (4.1.7)

so norma ‖f‖Θk
R := |||(cn)∞n=1|||Θk.

Vo narednata teorema se dadeni rezultatite koi avtorite na
[68] gi imaat dobieni za ova proxiruvaǌe, a koi se od golema
znaqajnost za naxata ponatamoxna rabota.

Teorema 4.1.2. [68, Lema 2.2 i Teorema 4.1] Neka R = (rn)∞n=1 e
Rizova baza za H. Za k ∈ N0, neka µk se k-umereni te�ini takvi
xto 1 = µ0(x) ≤ µ1(x) ≤ µ2(x) ≤ ..., za sekoe x ∈ R. Togax {Θk}k∈N :=
{`2
µk
}k∈N e niza od CB-prostori koja gi zadovoluva uslovite (1.3.39)

i (1.3.40) (vidi poglavje 1.3.3.) i prostorite Xk := HΘk
R , k ∈ N0, gi

zadovoluvaat istite uslovite (1.3.39) i (1.3.40).
Ako E = (en)∞n=1 e ramka za prostorot H so elementi od pros-

torot XF koi se polinomno lokalizirani vo odnos na R so stepen
na opaǵaǌe s, za sekoe s ∈ N, togax slednive tvrdeǌa va�at:
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(i) ẽn ∈ XF za sekoe n ∈ N;

(ii) Za sekoe f ∈ XF ,

f =
∞∑
n=1

(f, ẽn)Hen =
∞∑
n=1

(f, en)Hẽn (so konvergencija vo XF )

(4.1.8)
so ((f, ẽn)H)∞n=1 ∈ ΘF i ((f, en)H)∞n=1 ∈ ΘF ;

(iii) Koeficient-operatorot CE e F -ograniqen od XF vo ΘF ; sin-
teza operatorot DE e F -ograniqen od ΘF vo XF ; ramka-ope-
ratorot SE e F -ograniqen od XF vo XF so bezuslovna konver-
gencija na redot SE(f) =

∑∞
n=1(f, en)Hen;

(iv) Ako XF i ΘF ja poseduvaat slednava osobina vo odnos na
(rn)∞n=1,

P(rn) : Za f ∈ H va�i deka f ∈ XF ako i samo ako
((f, rn)H)∞n=1 ∈ ΘF ,

togax tie isto taka gi poseduvaat osobinite P(en) i P(ẽn);

(v) Dvete nizi (en)∞n=1 i (ẽn)∞n=1 se Frexeovi ramki za XF vo odnos
na ΘF ;

(vi) Za sekoe g ∈ X∗F ,

g =
∞∑
n=1

g(en) ẽn =
∞∑
n=1

g(ẽn) en (so konvergencija vo X∗F ) (4.1.9)

kade xto (g(en))∞n=1 ∈ Θ∗F i (g(ẽn))∞n=1 ∈ Θ∗F ;

(vii) Ako (an)∞n=1 ∈ Θ∗F , togax
∑∞

n=1 anen (soodvetno
∑∞

n=1 anẽn) kon-
vergira vo X∗F , t.e. preslikuvaǌeto f 7→

∑∞
n=1(f, en)Han (sood-

vetno f 7→
∑∞

n=1(f, ẽn)Han) opredeluva neprekinat linearen
funkcional nad XF .

Da zabele�ime deka, koga ramka-elementot en ∈ XF (⊂ H ⊂ X∗F )
go razgleduvame kako funkcional od X∗F , togax oznakata na toj
element e en.

Zabelexka 4.1.2. Bidejḱi kanoniqno dualnata ramka Ẽ = (ẽn)∞n=1

poseduva ista lokalizacija kako i originalnata ramka E = (en)∞n=1,
rezultatot (iii) od teoremata 4.1.2 za neprekinatost va�i koga E =

(en)∞n=1 ḱe se zameni so Ẽ = (ẽn)∞n=1.



Glava 4. Asimptotska analiza preku polinomno lokalizirani ramki 97

Zabelexka 4.1.3. Vo [68] e poka�ano deka tvrdeǌata vo teoremata
4.1.2 va�at ako namesto k-umerena te�ina, koristime subeksponen-
cijalna te�ina na koja i odgovara eksponencijalna lokalizirana
ramka vovedena od strana na Grohening (vidi zabelexka 4.1.1).

4.2. Topoloxka karakterizacija na prostorot X∗F

Vo ovoj del ḱe bide napravena topoloxka karakterizacija na
dualniot prostor X∗F na Frexeov prostor XF preku koeficien-
tite od razvoite vo odnos na polinomno lokalizirani ramki. Vrz
osnova na teoremata 4.1.2 (vi) i (vii) koeficient-operatorot, opera-
torot na sinteza i ramka-operatorot se dobro definirani nad
dualnite prostori na Frexeovite prostori koi gi razgleduvame,
ili potoqno mo�e da gi razgledame slednive operatori:

• operator na analiza (koeficient-operator) CE : X∗F → Θ∗F
opredelen preku

CE(g) := (g(en))∞n=1 za g ∈ X∗F ,

• operator na sinteza DE : Θ∗F → X∗F opredelen preku

DE((dn)∞n=1) :=
∑
n

dnen za (dn)∞n=1 ∈ Θ∗F ,

• ramka-operator SE : X∗F → X∗F so SE := DECE .

Vo narednoto tvrdeǌe poka�avme neprekinatost na pogore defi-
niranite operatori na analiza, sinteza i ramka-operatorot.

Tvrdeǌe 4.2.1. Neka pretpostavkite i oznakite od teoremata 4.1.2
va�at i neka XF i ΘF se Montelovi prostori. Togax va�at sled-
nive tvrdeǌa:

(i) Koeficient-operatorot, CE e neprekinat operator od X∗F vo
Θ∗F ;

(ii) Operatorot na sinteza, DE e neprekinat operator od Θ∗F vo
X∗F , i isto taka e adjungiran operator na operatorot CE |XF ;

(iii) Ramka-operatorot, SE e neprekinat od X∗F vo X∗F .
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Dokaz: (i) Od teoremata A.0.11, (iii) imame deka operatorot CE e
neprekinat od X∗F vo Θ∗F ako i samo ako e neprekinat od X∗k vo Θ∗F
za sekoe k ∈ N0. Neka k ∈ N0 e fiksno, no proizvolno izbrano, i
neka g ∈ X∗k , t.e. g : Xk → C. Bidejḱi DE e ograniqen operator od
prostorot Θk vo prostorot Xk, (vidi tvrdeǌe 4.1.1) imame deka
g ◦DE : Θk → C, t.e. g ◦DE ∈ Θ∗k. Pa, od uslovot na teoremata imame
deka Θk se CB-prostori, xto ovozmo�uva za prostorot Θ∗k da se
konstruira izometriqki izomorfen prostor Θ∗k. Togax (g(en))∞n=1 =
(g(DE(δn)))∞n=1 ∈ Θ∗k i uxte poveḱe,

|||CE(g)|||∗k = |||(g(en))∞n=1|||∗k = |||(g(DE(δn)))∞n=1|||∗k
= |||g ◦DE |||∗k ≤ ‖g‖∗k · ‖DE‖Θk→Xk .

Ako sega zememe niza (gn)∞n=1 koja konvergira kon 0 vo X∗k , togax

|||CE(gn)|||∗k ≤ ‖gn‖X∗k · ‖DE‖Θk→Xk → 0 koga n→∞,

t.e. CE(gn)→ 0 vo Θ∗k, povlekuva deka (CE(gn))(c)→ 0 za sekoe c ∈ ΘF

pa spored toa CE(gn) → 0 vo Θ∗F . Montel osobinata na prostorot
ΘF ni obezbeduva deka slabata i jakata konvergencija vo negoviot
dualen prostor Θ∗F se ekvivalentini (vidi tvrdeǌe A.0.12), pa
imame deka CE : X∗k → Θ∗F e neprekinato za sekoe k ∈ N0.

(ii) Da zabele�ime deka CE |XF e neprekinat operator od XF

vo ΘF (vidi teorema 4.1.2, (iii)). Ḱe go razgledame negoviot ad-
jungiran operator (CE |XF )∗, koj e neprekinat od prostorot Θ∗F vo
prostorot X∗F (vidi tvrdeǌe A.0.9). Neka g e proizvolno izbran
element od Θ∗F i za nego ḱe go razgledame soodvetniot element
(g(δn))∞n=1 ∈ Θ∗F . Zaradi konstrukcijata na prostorot ΘF (vidi
poglavje 1.3.3.) imame deka ((f, en)H)∞n=1 =

∑∞
n=1(f, en)Hδn za sekoe

f ∈ XF , od kade dobivame

(CE |XF )∗(g)(f) = g(CE |XF (f)) = g

(
∞∑
n=1

(f, en)Hδn

)
=
∞∑
n=1

(f, en)Hg(δn).

Od druga strana,

DE((g(δn))∞n=1)(f) =

(
∞∑
n=1

g(δn)en

)
(f) =

∞∑
n=1

g(δn)(f, en)H.

Kako rezultat na toa dobivame deka DE e adjungiran operator na
CE .
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(iii) Neprekinatosta na ramka-operatorot direktno sleduva od
neprekinatosta na operatorot na analiza i operatorot na sinteza,
t.e. od (i) i (ii).

Zabelexka 4.2.1. Tvrdeǌata (i)-(iii) vo prethodnata teorema va�at
i ako ramkata E = (en)∞n=1 se zameni so nejzinata kanoniqno dualna
ramka Ẽ = (ẽn)∞n=1 (vidi zabelexka 4.1.2).

Zabelexka 4.2.2. Pretpostavkata deka prostorite XF i ΘF se
Montelovi prostori ne e tolku ograniquvaqka, bidejḱi mnogu poz-
nati Frexeovi prostori ja imaat ovaa osobina (vidi [91, Tvrdeǌe
34.4]).

Glavniot rezultat vo ovoj del e topoloxkata karakterizacija
na prostorot X∗F preku koeficient-operatorot na polinomno loka-
lizirani ramki.

Teorema 4.2.1. Neka se zadovoleni uslovite na tvrdeǌeto 4.2.1.
Koeficient-operatorite CE i CE se izomorfni preslikuvaǌa od
topoloxko vektorskite prostori XF i X∗F vo nivnite sliki CE(XF )
i CE(X

∗
F ), soodvetno.

Dokaz: Neprekinatosta na koeficient-operatorite nad XF i X∗F
sleduva direktno od teoremata 4.1.2(iii) i tvrdeǌeto 4.2.1(i), sood-
vetno.

Od toa xto koeficient-operatorot nad Hilberoviot prostor
H e injekcija, direktno sleduva deka koeficient-operatorot nad
XF e injekcija. No, ova mo�e i da se poka�e. Neka f1, f2 ∈ XF se
takvi xto CE(f1) = CE(f2). Togax od definicijata na koeficient-
operatorot imame deka ((f1, en)H)∞n=1 = ((f2, en)H)∞n=1 ako i samo ako
(f1, en)H = (f2, en)H, ∀n ∈ N odnosno (f1 − f2, en)H = 0, ∀n ∈ N. Togax
od konvergencijata na redot vo (4.1.8) imame

∑∞
n=1(f1−f2, en)Hẽn = 0

od kade dobivame deka f1 = f2.
Na sliqen naqin od teoremata 4.1.2 (vi) se poka�uva deka CE e

injekcija. Navistina, neka g1, g2 ∈ X∗F se takvi xto CE(g1) = CE(g2),
t.e. (g1 − g2)(en) = 0, ∀n ∈ N. Togax od konvergencijata na redot
(4.1.9), se dobiva deka g1 = g2.

Jasno e deka operatorite se surjektivni, bidejki kodomenot e
soodvetnata slika. Poka�avme deka koeficient-operatorite CE :
XF → CE(XF ) i CE : X∗F → CE(X

∗
F ) se neprekinati biektivni pres-

likuvaǌa. Ostanuva da poka�eme deka inverznite operatori se
neprekinati.
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Neka C−1
E : CE(XF )→ XF e inverzen operator na operatorot CE .

Ḱe zememe niza (fn)∞n=1, fn ∈ XF takva xto CE(fn) konvergira kon 0
vo ΘF koga n→∞. Od zabelexkata 4.1.2, imame deka DẼ : ΘF → XF

e neprekinat operator i spored toa DẼ(CE(fn)) → 0 vo XF . Od
teoremata 4.1.2 (ii) imame deka DẼCE |XF = IdXF , pa dobivame deka
fn → 0 vo XF koe povlekuva deka C−1

E e neprekinato preslikuvaǌe
od CE(XF ) vo XF .

Na sliqen naqin se poka�uva deka C−1
E : CE(X

∗
F )→ X∗F e nepreki-

nat operator. Ḱe zememe niza (gn)∞n=1, gn ∈ X∗F takva xto CE(gn) kon-
vergira kon 0 vo Θ∗F koga n→∞. Od tvrdeǌeto 4.2.1 i zabelexkata
4.2.1, imame deka DẼ : Θ∗F → X∗F e neprekinat operator i spored
toa DẼ(CE(gn)) → 0 vo X∗F . Od teoremata 4.1.2 (vi) imame deka
DẼCE |X∗F = IdX∗F , pa dobivame deka gn → 0 vo X∗F koe povlekuva deka
C−1
E e neprekinato preslikuvaǌe od CE(X

∗
F ) vo X∗F .

Sega, so pomox na tvrdeǌeto 4.2.1 i teoremata 4.2.1 mo�eme
da napravime karakterizacija na ograniqeni podmno�estva od X∗F
i da razgledame konvergencija vo prostorot X∗F preku koeficient-
operatorot na polinomno lokalizirani ramki.

Tvrdeǌe 4.2.2. Neka uslovite od tvrdeǌeto 4.2.1 se zadovoleni
i neka B e podmno�estvo od X∗F . Togax slednive dve tvrdeǌa se
ekvivalentni:

(i) B e ograniqeno podmno�estvo od X∗F ;

(ii) postoi k ∈ N0 taka xto

sup
g∈B
|||(g(en))∞n=1|||∗k <∞. (4.2.10)

Dokaz: Prostorot XF (soodvetno, prostorot ΘF ) kako Frexeov
prostor e lokalno konveksen prostor (vidi definicija A.0.31),
a od [91, Glava 19, str. 196] imame deka dualniot na lokalno
konveksen prostor e isto taka lokalno konveksen prostor, t.e. X∗F
(soodvetno, Θ∗F ) e lokalno konveksen prostor. Jasno e deka sekoj
lokalno konveksen prostor e topoloxki vektorski prostor (vidi
definicija A.0.29).

Neka va�i (i), t.e. B e ograniqeno podmno�estvo od X∗F . Od
prethodnata diskusija i od faktot deka CE e neprekinat opera-
tor od X∗F vo Θ∗F (daden vo tvrdeǌeto 4.2.1, (i)), mo�e da se pri-
meni tvrdeǌeto A.0.5, od kade se dobiva deka CE(B) e ograniqeno
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vo Θ∗F . Bidejḱi Θ∗F e regularna induktivna granica od Banahovi
prostori, imame deka mno�estvoto CE(B) le�i i e ograniqeno vo
Θ∗k za nekoe k ∈ N0 (vidi poglavje 1.3.3.), xto e ekvivalentno so
neravenstvoto (4.2.10).

Obratno, neka va�i (ii). Najprvo ḱe poka�eme deka

(DE |ΘF )∗ = CE , (4.2.11)

t.e. CE e adjungiran operator na operatorot DE |ΘF . Da zabele�ime
deka DE |ΘF e neprekinat operator od ΘF vo XF (vidi teorema 4.1.2
(iii)). Ḱe go razgledame negoviot adjungiran operator (DE |ΘF )∗, koj
e neprekinat od X∗F vo Θ∗F vo odnos na slabata topologija, kako i
vo odnos na jakata topologija zaradi Montelovata osobina.

Neka g ∈ X∗F e proizvolno izbran element, togax za sekoja niza
c = (cn)∞n=1 ∈ ΘF imame

(DE |ΘF )∗(g)(c) = g(DE |ΘF (c)) = g

(
∞∑
n=1

cnen

)
=
∞∑
n=1

cng(en).

Od druga strana, pak,

CE(g)(c) = (g(en))∞n=1(c) =
∞∑
n=1

cng(en)

Spored toa, CE e adjungiran operator na operatorot DE |ΘF .
Od teoremata 4.1.2 (iii) i (ii) sleduva deka DE |ΘF : ΘF → XF e

neprekinat i surjektiven operator, soodvetno. Od teorema 4.2.1
znaeme deka C−1

E : CE(X
∗
F )→ X∗F e neprekinat.

Od (ii), sleduva deka CE(B) e ograniqeno vo Θ∗k, za nekoe k ∈ N.
Togax, bidejḱi Θ∗F e regularna induktivna granica od Banahovi
prostori (vidi poglavje 1.3.3.), imame deka CE(B) e ograniqeno vo
Θ∗F . Sega od kriteriumot za surjekcija daden vo tvrdeǌeto A.0.10,
se dobiva deka

((DE |ΘF )∗)−1(CE(B)) = C−1
E (CE(B)) = B

e ograniqeno podmno�estvo od X∗F .

Za naxata asimptotska analiza vo poglavjeto 4.4., potrebno e
da razgledame konvergencija na mre�a od funcionali preku ramka-
koeficientite. Za operator koj preslikuva Banahov prostor vo
topoloxki prostor, neprekinatosta po mre�a i neprekinatosta po
nizi se ekvivalentni (vidi zabelexka A.0.1 i teorema A.0.7).
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Tvrdeǌe 4.2.3. Neka uslovite od tvrdeǌeto 4.2.1 se zadovoleni.
Mre�ata {gλ}λ∈R+ od funkcionali konvergira vo X∗F koga λ → ∞
ako i samo ako za sekoe n ∈ N va�i

lim
λ→∞

gλ(en) = an <∞, (4.2.12)

i postoi k ∈ N0 i λ0 > 0 taka xto

sup
λ≥λ0
|||(gλ(en))∞n=1|||∗k <∞. (4.2.13)

Vo toj sluqaj za graniqniot funkcional, limλ→∞ gλ = g va�i an =
g(en).

Dokaz: Najprvo, neka mre�ata {gλ}λ∈R+ konvergira vo X∗F koga λ→
∞. Od definicijata za slaba konvergencija na mre�a od funkcio-
nali (vidi definicija A.0.35) imame deka za ∀n ∈ N granicite

lim
λ→∞

gλ(en)

postojat i se koneqni, od kade sleduva deka va�i ravenstvoto
(4.2.12).

Konvergencijata na mre�ata {gλ}λ∈R+ vo X∗F povlekuva deka ∃λ0

taka xto mno�estvoto {gλ|λ ≥ λ0} e ograniqeno vo X∗F . Od tvrde-
ǌeto 4.2.2, sleduva deka supλ≥λ0 |||(gλ(en))∞n=1|||∗k <∞, za nekoe k ∈ N0.

Obratno, neka va�at (4.2.12) i (4.2.13). Od relacijata (4.2.13)
i tvrdeǌeto 4.2.2 imame deka mno�estvoto {gλ|λ ≥ λ0} e ograniqeno
vo X∗F . Sega, od teoremata na Banah-Xtajnhaus (teorema A.0.10)
imame deka {gλ|λ ≥ λ0} pretstavuva ramnomerno neprekinato pod-
mno�estvo od X∗F .

Od druga strana, od (4.2.12) imame deka mre�ata {gλ}λ≥λ0 kon-
vergira po toqki nad linearnata obvivka od {en}, koe e gusto pod-
mno�estvo vo XF (vidi teorema 4.1.2 (ii)). Sega, od tvrdeǌeto
A.0.11 imame deka konvergencijata po toqki na mre�ata {gλ}λ≥λ0
nad gusto podmno�estvo od XF , mo�e da se proxiri nad celiot
prostor XF . So toa dobivme deka mre�ata {gλ}λ≥λ0 konvergira vo
slabata topologija na prostorot X∗F , koja e ekvivalentna so jakata
konvergencija zaradi Montelovata osobina na prostorot XF .

Neka, {gλ}λ∈R+ konvergira vo X∗F koga λ → ∞, t.e. (∃g ∈ X∗F )
taka xto limλ→∞ gλ = g vo X∗F . Togax ∀n ∈ N va�i

lim
λ→∞

gλ(en) = g(en), (4.2.14)
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a od (4.2.12) imame deka ∀n ∈ N va�i

lim
λ→∞

gλ(en) = an. (4.2.15)

Odnosno, od (4.2.14) i (4.2.15) se dobiva deka an = g(en).

4.3. Topoloxka karakterizacija na prostorot S ′(R)

Vo ova poglavje ḱe bidat primeneti rezultatite dobieni vo
tvrdeǌata 4.2.2 i 4.2.3 za da se dobie karakterizacija na ograni-
qeni mno�estva i konvergencija na mre�i vo prostorot od temperi-
rani distribucii preku nivnite ramka-koeficienti vo odnos na
polinomno lokalizirani ramki.

Ako A = (an,k)n,k∈N e Kote matrica, kade xto an,k = nk i p = 2
(vidi definicija A.0.41), togax se dobiva Kote prostorot od nizi

λ2(A) = {(cn)∞n=1 : cn ∈ C i |||(cn)∞n=1|||2k =
∑
n∈N

|cnnk|2 <∞, ∀k ∈ N0},

(4.3.16)
koj uxte e nareqen prostor od polinomno brzo opaǵaqki nizi.
Poradi analogijata so prostorot od brzo opaǵaqki funkcii S,
ponatamu ovoj prostor ḱe go oznaquvame so s.

Tvrdeǌe 4.3.1. Kote prostorot od nizi s e Montelov prostor.

Dokaz: Za da poka�eme deka Kote prostorot od nizi s e Montelov
dovolno e da poka�eme deka va�i barem edno tvrdeǌe od teore-
mata A.0.12. Od definicijata (4.3.16) na prostorot s, jasno e deka
uslovot (v) na teoremata A.0.12 e zadovolen, t.e. za sekoe n ∈ N i
sekoe m ∈ N postoi k ∈ N taka xto infn∈N n

mn−k = 0.

Vo [101, str. 27] e dadena slednava konstrukcija na ovoj pros-
tor

s = {(cn)∞n=1 : cn ∈ C i
∞∑
n=1

|cnnk|2 <∞, ∀k ∈ N0}

= {(cn)∞n=1 : cn ∈ C i sup
n∈N
|cn|nk <∞, ∀k ∈ N0}. (4.3.17)

Od definicijata (4.3.17) na prostorot s, jasno e deka pros-
torot s e Frexe-Xvarcov prostor, bidejḱi za sekoe k ∈ N0 postoi
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m ≥ k taka xto limn→∞
nk

nm
= 0, t.e. zadovolen e uslovot (iii) vo tvr-

deǌeto A.0.13. Negoviot dualen e dualen Frexe-Xvarcov prostor
(DFS),

s′ = {(an)∞n=1 : an ∈ C i sup
n∈N
|an|n−k <∞, za nekoe k ∈ N0}. (4.3.18)

Ako razgledame specijalen sluqaj na polinomna te�ina µk(x) =
(1 + |x|)k, x ∈ R, k ∈ N0, togax prostorite Θk := `2

µk
, k ∈ N0 (vo teo-

rema 4.1.2) se CB-prostori koi gi zadovoluvaat uslovite (1.3.39)
−(1.3.41) dadeni vo poglavje 1.3.3. Pritoa, nivnata proektivna
granica ΘF e Kote prostorot od nizi s.
S(R) e Xvarcoviot prostor od brzo opaǵaqki glatki funkcii,

koj e izomorfen so Kote prostorot od nizi s [54, Primer 29.5(2)].
Vo [68] ja primenuvaat teoremata 4.1.2 za da dobijat razvoj

vo red na elementite od prostorite S(R) i S ′(R) preku polinomno
lokalizirana ramka vo odnos na ermitska ortonormalna baza i
koeficienti vo soodvetniot prostor od nizi.

Da se potsetime, ermitskata ortonormalna baza (hn)∞n=1 za L
2(R)

e definirana kako hn = hn−1, n ∈ N, kade

hn(t) = (2nn!
√
π)−1/2 (−1)net

2/2 d
n

dtn
(e−t

2

), n ∈ N0.

Teorema 4.3.1. [68, Teorema 4.2] Neka (en)∞n=1 e niza od elementi
od S(R) koja e ramka za L2(R) i koja e polinomno lokalizirana vo
odnos na ermitskata baza (hn)∞n=1 so stepen na opaǵaǌe s za sekoe
s ∈ N. Neka (rn)∞n=1 := (hn)∞n=1. Togax zakluqocite na teoremata
4.1.2 va�at koga XF e zamenet so S(R) i ΘF e zamenet so s, t.e.
va�at slednive tvrdeǌa:

(i) ẽn ∈ S(R) za sekoe n ∈ N;

(ii) Za sekoe f ∈ S(R),

f =
∞∑
n=1

(f, ẽn)L2(R)en =
∞∑
n=1

(f, en)L2(R)ẽn (so konvergencija vo S(R))

(4.3.19)
kade xto ((f, ẽn)L2(R))

∞
n=1 ∈ s i ((f, en)L2(R))

∞
n=1 ∈ s;

(iii) Koeficient-operatorot CE e F -ograniqen od S(R) vo s; Sin-
teza operatorot DE e F -ograniqen od s vo S(R); ramka-ope-
ratorot SE e F -ograniqen od S(R) vo S(R) so bezuslovna kon-
vergencija na redot SE(f) =

∑∞
n=1(f, en)L2(R)en;
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(iv) Ako S(R) i s ja poseduvaat sledniva osobina vo odnos na
(hn)∞n=1,

P(rn) : Za f ∈ L2(R) va�i deka f ∈ S(R) ako i samo ako
((f, hn)L2(R))

∞
n=1 ∈ s,

togax tie isto taka gi poseduvaat osobinite P(en) i P(ẽn);

(v) Dvete nizi (en)∞n=1 i (ẽn)∞n=1 se Frexeovi ramki za S(R) vo
odnos na s;

(vi) Za sekoe g ∈ S ′(R),

g =
∞∑
n=1

g(en) ẽn =
∞∑
n=1

g(ẽn) en (so konvergencija vo S ′(R))

(4.3.20)
kade xto (g(en))∞n=1 ∈ s′ i (g(ẽn))∞n=1 ∈ s′;

(vii) Ako (an)∞n=1 ∈ s′, togax
∑∞

n=1 anen (soodvetno
∑∞

n=1 anẽn) kon-
vergira vo S ′(R), t.e. preslikuvaǌeto f 7→

∑∞
n=1(f, en)L2(R)an

(soodvetno f 7→
∑∞

n=1(f, ẽn)L2(R)an) opredeluva neprekinat line-
aren funkcional nad S(R).

Ovaa teorema ni ovozmo�uva da gi primenime tvrdeǌata od
prethodnoto poglavje za specijalen sluqaj na prostori, t.e. za S
i s. Kako xto porano imavme spomnato, S(R) i s se Montelovi
prostori, pa od teoremata 4.3.1 dobivame deka tvrdeǌeto 4.2.1,
teoremata 4.2.1 i tvrdeǌata 4.2.2 i 4.2.3 va�at, koga XF i ΘF gi
zamenime so S(R) i s, soodvetno.

Tvrdeǌe 4.3.2. Neka pretpostavkite i oznakite od teoremata 4.3.1
va�at. Togax va�at slednive tvrdeǌa:

(i) Koeficient-operatorot, CE e neprekinat operator od S ′(R)
vo s′;

(ii) Operatorot na sinteza, DE e neprekinat operator od s′ vo
S ′(R), i isto taka e adjungiran operator na operatorot CE |S(R);

(iii) Ramka-operatorot, SE e neprekinat od S ′(R) vo S ′(R).

Teorema 4.3.2. Neka se zadovoleni uslovite od teoremata 4.3.1.
Koeficient-operatorite CE ,CE se izomorfni preslikuvaǌa od S(R)
i S ′(R) vo nivnite sliki CE(S(R)) i CE(S ′(R)), soodvetno.
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Sega, doaǵame do glavniot rezultat za naxata asimptotska
analiza, t.e. topoloxkata karakterizacija na prostorot S ′(R)
preku ramka-koeficientite vo odnos na polinomno lokalizirani
ramki.

Tvrdeǌe 4.3.3. Neka uslovite od teoremata 4.3.1 va�at i neka B
e podmno�estvo od S ′(R). Togax slednive dve tvrdeǌa se ekviva-
lentni:

(i) B e ograniqeno podmno�estvo od S ′(R);

(ii) postoi k ∈ N0 taka xto

sup
g∈B

sup
n∈N

(|g(en)|n−k) <∞. (4.3.21)

Isto kako ograniqeno podmno�estvo, taka i konvergencija na
mre�a od temperirani distribucii mo�e da bide karakterizirana
preku koeficintite od nivnite razvoi vo odnos na polinomno loka-
lizirani ramki.

Tvrdeǌe 4.3.4. Neka uslovite od teoremata 4.3.1 va�at. Mre�a-
ta {gλ}λ∈R+ od temperirani distribucii konvergira vo S ′(R) koga
λ→∞ ako i samo ako za sekoe n ∈ N va�i:

lim
λ→∞

gλ(en) = an <∞, , (4.3.22)

i postojat k ∈ N0 i λ0 > 0 taka xto

sup
λ≥λ0

sup
n∈N

(|gλ(en)|n−k) <∞.

Vo toj sluqaj za graniqniot funkcional, limλ→∞ gλ = g va�i
an = g(en).

4.4. Asimptotska analiza na temperirani distribucii

Vo ovaa poglavje ḱe bidat primeneti rezultatite dobieni vo
poglavjeto 4.3. za analiza na kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe i
kvaziasimptotskata ograniqenost na temperirani distribucii,
preku koeficientite od nivnite razvoi vo odnos na polinomno
lokalizirani ramki. Za g ∈ S ′(R) i ε ∈ (0, 1], x0 ∈ R (soodvetno
λ ∈ [1,∞)), ḱe ja koristime oznakata gε, x0 (soodvetno, gλ) za g(ε·+x0)
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(soodvetno, g(λ·)), a za dualnoto sparuvaǌe pomeǵu g(ε ·+x0) (sood-
vetno, g(λ·)) i test funkcijata ϕ ∈ S(R) ja koristime oznakata
gε, x0(ϕ) (soodvetno, gλ(ϕ)). Ramka-koeficientite za g(εx+x0) (sood-
vetno, g(λx)) ḱe gi oznaquvame gε, x0(en) (soodvetno, gλ(en)).

Teorema 4.4.1. Neka uslovite od teoremata 4.3.1 va�at, i neka L
e bavno promenliva funkcija vo nula, α ∈ R i x0 ∈ R. Za g ∈ S ′(R),
slednive dva uslova:

(i) granicite

lim
ε→0+

gε, x0(en)

εαL(ε)
(4.4.23)

postojat za sekoe n ∈ N, i

(ii) postoi k ∈ N0 taka xto

sup
n∈N

| gε, x0(en)|
εαL(ε)nk

<∞, 0 < ε ≤ 1,

se potrebni i dovolni za postoeǌe na distribucija h taka xto

g(εx+ x0) ∼ εαL(ε)h(x) koga ε→ 0+ vo S ′(R).

Dokaz: Direktno sleduva od tvrdeǌeto 4.3.4 ako ja zemame mre�a-
ta

tλ :=
λαg 1

λ
, x0

L( 1
λ
)
, λ ∈ [1,∞).

Sliqno tvrdeǌe va�i i za kvaziasimptotikata vo beskoneq-
nost.

Teorema 4.4.2. Neka uslovite od teoremata 4.3.1 va�at i neka L e
bavno promenliva funkcija vo beskoneqnost i α ∈ R. Za g ∈ S ′(R),
slednive dva uslova:

(i) granicite

lim
λ→∞

gλ(en)

λαL(λ)
(4.4.24)

postojat za sekoe n ∈ N, i

(ii) postoi k ∈ N0 taka xto

sup
n∈N

| gλ(en)|
λαL(λ)nk

<∞, λ ≥ 1,
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se potrebni i dovolni za postoeǌe na distribucija h taka xto

g(λx) ∼ λαL(λ)h(x) koga λ→∞ vo S ′(R).

Dokaz: Direktno sleduva od tvrdeǌeto 4.3.4 ako ja zememe mre�a-
ta

tλ :=
gλ

λαL(λ)
, λ ∈ [1,∞).

Zabelexka 4.4.1. Vo teoremite 4.4.1 i 4.4.2, ramka-koeficinetite
na distribucijata h se dadeni preku granicite (4.4.23) i (4.4.24),
soodvetno (vidi tvrdeǌeto 4.3.4).

Tvrdeǌe 4.4.1. Neka uslovite od teoremata 4.3.1 va�at, i neka L e
bavno promenliva funkcija vo nulata. Temperirata distribucija
g ∈ S ′(R) e kvaziasimptotski ograniqena od red α ∈ R vo x0 ∈ R
ako i samo ako postoi k ∈ N0 taka xto

sup
n∈N

| gε, x0(en)|
εαL(ε)nk

<∞, 0 < ε ≤ 1.

Dokaz: Direktno sleduva od tvrdeǌeto 4.3.3 ako go razgleduvame
mno�estvoto {

gε, x0
εαL(ε)

| 0 < ε ≤ 1

}
.

Sliqno tvrdeǌe va�i i za kvaziasimptotskata ograniqenost
vo beskoneqnost.

Tvrdeǌe 4.4.2. Neka uslovite od teoremata 4.3.1 va�at, i neka
L e bavno promenliva funkcija vo beskoneqnost. Temperiranata
distribucija g ∈ S ′(R) e kvaziasimptotski ograniqena od red α ∈
R vo beskoneqnost ako i samo ako postoi k ∈ N0 taka xto

sup
n∈N

| gλ(en)|
λαL(λ)nk

<∞, λ ≥ 1.

Dokaz: Direktno sleduva od tvrdeǌeto 4.3.3 ako go razgleduvame
mno�estvoto {

gλ
λαL(λ)

| λ ∈ [1,∞)

}
.
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4.5. Asimptotska analiza na temperirani distribucii vo

Furjeov domen

Vo ovaa poglavje ḱe bidat izneseni nekoi asimptotski razul-
tati koi gi dobivme vo Furjeov domen. Zaradi toa xto Furjeovata
transformacija e dobro definirana nad prostorot od temperi-
rani distribucii (vidi teorema 1.1.1.), i bidejḱi elementite na
lokaliziranata ramka (en)∞n=1 pripaǵaat vo prostorot S(R), doj-
dovme do ideja da razgledame asimptotsko odnesuvaǌe na temperi-
rani distribucii vo Furjeov domen vo odnos na koeficientite
od nivniot razvoj preku polinomno lokalizirani ramki. Vo ovoj
del ja koristime definicijata za Furjeova transformacija (3.1.1)
dadena vo glava 3.

Tvrdeǌe 4.5.1. Neka uslovite od teoremata 4.3.1 va�at. Neka
g ∈ L2(R) definira regularna temperirana distribucija i neka
za nejzinata Furjeova transformacija va�i

ĝ(εω) ∼ εαL(ε)ĥ(ω), ε→ 0+, (4.5.25)

kade xto α ∈ R, L e bavno promenliva funkcija vo nulata i h ∈
S ′(R), h 6= 0. Togax

lim
λ→∞

λα+1gλ(en)

L1(λ)
= h(en),

kade xto L1(·) = L
(

1
·

)
e bavno promenliva funkcija vo beskoneq-

nost.

Dokaz: Od kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe na temperiranata dis-
tribucija vo Furjeov domen (4.5.25), Parsevalovoto ravenstvo i
smenata 1

λ
= ε imame

lim
λ→∞

λα+1gλ(en)

L1(λ)
= lim

λ→∞

〈gλ(x), en(x)〉
( 1
λ
)α+1L1(λ)

= lim
λ→∞

〈g(λx), en(x)〉
( 1
λ
)α+1L1(λ)

= lim
λ→∞

〈 1
λ
ĝ(ω

λ
), ên(ω)〉

( 1
λ
)α+1L1(λ)

= lim
ε→0+

〈εĝ(εω), ên(ω)〉
εα+1L1(1

ε
)

= lim
ε→0+

〈ĝ(εω), ên(ω)〉
εαL(ε)

= 〈ĥ(ω), ên(ω)〉

= 〈h(x), en(x)〉 = h(en).

Vo gornive izveduvaǌa, koristevme i dobro poznata relacija za
Furjeova transformacija na dilatacija na edna funkcija, odnosno
distribucija, F(g(λx))(ω) = 1

λ
F(g)(ω

λ
) (vidi teorema 1.1.12 (iv)).



Glava 4. Asimptotska analiza preku polinomno lokalizirani ramki 110

Naredniot rezultat e specijalen sluqaj na rezultatot dobien
vo tvrdeǌeto 4.5.1 koga L(ε) ≡ 1 i ĥ = β, β 6= 0. Togax h = βδ.

Posledica 4.5.1. Neka uslovite od teoremata 4.3.1 va�at. Neka
g ∈ L2(R) definira regularna temperirana distribucija i neka
za nejzinata Furjeova transformacija va�i

ĝ(εω) ∼ βεα, ε→ 0+,

kade xto α ∈ R i β 6= 0. Togax

lim
λ→∞

λα+1gλ(en) = βen(0).

Tvrdeǌe 4.5.2. Neka uslovite od teoremata 4.3.1 va�at. Neka
g ∈ L2(R) definira regularna temperirana distribucija i neka
za nejzinata Furjeova transformacija va�i

eibωĝ(λω) ∼ λαL(λ)ĥ(ω), λ→∞, (4.5.26)

kade xto α, b ∈ R, L e bavno promenliva funkcija vo beskoneqnost
i h ∈ S ′(R), h 6= 0. Togax

lim
ε→0+

εα+1T−bgε(en)

L1(ε)
= h(en),

kade xto L1(·) = L
(

1
·

)
e bavno promenliva funkcija vo nulata.

Dokaz: Najprvo ḱe ja poka�eme relacijata

F(g(ε(x+ b)))(ω) = eibω
1

ε
ĝ
(ω
ε

)
. (4.5.27)

Navistina, ako ja koristime definicijata za Furjeova transfor-
macija (3.1.1) i smenata ε(x+ b) = t imame

F(g(ε(x+ b)))(ω) =
1√
2π

∫
R
e−ixωg(ε(x+ b))dx

=
1√
2π

∫
R
e−i(

t
ε
−b)ωg(t)

dt

ε

=
eibω√
2πε

∫
R
e−it

ω
ε g(t)dt

=
eibω

ε
ĝ
(ω
ε

)
.
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Od kvaziasimptotskoto odnesuvaǌe na temperiranata distribu-
cija g (4.5.26), relacijata (4.5.27) i Parsevalovoto ravenstvo
imame

lim
ε→0+

εα+1T−bgε(en)

L1(ε)
= lim

ε→0+

〈T−bgε(x), en(x)〉
(1
ε
)α+1L1(ε)

= lim
ε→0+

〈g(ε(x+ b)), en(x)〉
(1
ε
)α+1L1(ε)

= lim
ε→0+

〈F(g(ε(x+ b)))(ω),F(en(x))(ω)〉
(1
ε
)α+1L1(ε)

= lim
ε→0+

〈 eibω
ε
ĝ(ω

ε
), ên(ω)〉

(1
ε
)α+1L1(ε)

= lim
λ→∞

〈eibωĝ(λω), ên(ω)〉
λαL(λ)

= 〈ĥ(ω), ên(ω)〉
= 〈h(x), en(x)〉 = h(en).

Naredniot rezultatot e specijalen sluqaj na rezultatot do-
bien vo tvrdeǌeto 4.5.2 koga L(λ) ≡ 1 i ĥ = β, β 6= 0. Togax h = βδ.

Posledica 4.5.2. Neka uslovite od teoremata 4.3.1 va�at. Neka
g ∈ L2(R) definira regularna temperirana distribucija i neka
za nejzinata Furjeova transformacija va�i

eibωĝ(λω) ∼ βλα, λ→∞,

kade xto α ∈ R, β 6= 0. Togax

lim
ε→0+

εα+1T−bgε(en) = βen(0).



Dodatok A

Poznati rezultati od realna i funkcionalna analiza

Vo ovoj dodatok se izneseni nekoi osnovni poimi, definicii i
teoremi od realna i funkcionalna analiza na koi se povikuvame
vo prethodnite glavi od ovaa doktorska disertacija.

N, Z, R, i C e mno�estvoto od prirodni, celi, realni i kom-
pleksni broevi, soodvetno. N0 = N∪{0}, R+ = (0,+∞), R− = (−∞, 0).
Dodeka pak, Nn, Zn, Rn, i Cn pretstavuva mno�estvoto od site pod-
redeni n−torki (x1, x2, ..., xn), kade xto xi, i = 1, n se elementi od
N, Z, R, i C, soodvetno.

Za α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn
0 , β = (β1, β2, ..., βn) ∈ Nn

0 i za x =
(x1, x2, ..., xn) ∈ Rn, y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn, ḱe koristime

|α| = α1 + α2 + ...+ αn, β ≤ α⇔ βj ≤ αj, ∀j = 1, n,

x · y = x1y1 + x2y2 + ...+ xnyn, |x|2 = x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n,

xα = xα1
1 x

α2
2 ...x

αn
n , ∂α =

∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

.

Tvrdeǌe A.0.1. (Lajbnicovo pravilo) Neka realnite funkcii f i
g se n−pati diferencijabilni funkcii nad R. Togax i nivniot
proizvod e n−pati diferencijabilna funkcija nad R i pritoa
va�i

(f(x) · g(x))(n) =
n∑
k=0

(
n
k

)
f (n−k)(x)g(k)(x), ∀x ∈ R. (A.0.1)

Teorema A.0.1. [75, Teorema 5.15] (Tajlorova teorema) Neka real-
nata funkcija f ima neprekinati izvodi do red (n+ 1) na otvoren

112
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realen interval koj ja sodr�i toqkata x0. Togax za sekoe x koe
pripaǵa vo nekoja okolina na toqkata x0 va�i

f(x) =
n∑
k=0

(x− x0)kf (k)(x0)

k!
+Rn+1, (A.0.2)

kade xto

Rn+1 =
(x− x0)n+1f (n+1)(x∗)

(n+ 1)!
, (A.0.3)

x∗ ∈ [x0, x], se narekuva ostatok, a formulata (A.0.2) se narekuva
Tajlorov razvoj na funkcijata f(x) vo toqka x0. Ako x0 = 0, togax
(A.0.2) se narekuva Maklorenov razvoj.

Tvrdeǌe A.0.2. [36, Lema 6.0.1] Ako f̂(ω), ωnf̂(ω) ∈ L1(R) togax f
e n-pati neprekinato diferencijabilna funkcija, a izvodite se:

f (m)(x) =
1

2π

∫
R
(iω)mf̂(ω)eiωxdω, m = 0, 1, ..., n.

Site izvodi se ograniqeni i opaǵaat vo beskoneqnost, t.e.

lim
|x|→∞

f (m)(x) = 0, m = 0, 1, 2, ..., n.

Od druga strana pak, neka f ∈ L1(R) i e n-pati diferencijabilna
funkcija so site izvodi vo L1(R) i neka

lim
|x|→∞

f (m)(x) = 0, m = 0, 1, 2, ..., n− 1,

togax
lim
|x|→∞

ωmf̂(ω) = 0, m = 0, 1, 2, ..., n.

Tvrdeǌe A.0.3. [36, Lema 6.0.4] Ako f(x), xnf(x) ∈ L1(R) togax
slednive uslovi se ekvivalentni:

(i)
∫
R x

mf(x) = 0, m = 0, 1, 2, ..., n;

(ii) f̂(ω) = o(ωn), ω → 0.

Definicija A.0.1. Familijata M ⊆ P(X), kade xto P(X) e par-
titivnoto mno�estvo na X, se narekuva σ-algebra na X ako va�i:

(i) X ∈M;

(ii) A ∈M⇒ X \ A ∈M;
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(iii) A,B ∈M⇒ A ∩B ∈M;

(iv) An ∈M, n ∈ N⇒ ∪n∈NAn ∈M.

So (X,M) ḱe go oznaquvame prostorot X za koj e definirana σ-
algebra.

Definicija A.0.2. Neka (X,M) e prostor so σ-algebra. Mera na
σ-algebrata M e preslikuvaǌeto η :M→ [0,∞], taka xto ako X e
disjunktna unija na mno�estvata Xn ∈ X, n ∈ N togax η(∪∞n=1Xn) =∑∞

n=1 η(Xn). Za prostorot X velime deka e merliv, a pritoa ja ko-
ristime oznakata (X,M, η). Elementite od σ-algebrata se nareku-
vaat merlivi mno�estva.

Definicija A.0.3. Neka (X,MX , ηX) i (Y,MY , ηY ) se merlivi pros-
tori. Preslikuvaǌeto f : X → Y se narekuva merliva funkcija ako
f−1(A) ∈MX , za sekoe A ∈MY . Za funkciite f i g velime deka se
ednakvi skoro sekade ako se razlikuvaat najmnogu na mno�estvo so
mera nula.

Teorema A.0.2. [76, Teorema 1.34] (Lebegova teorema za dominant-
na konvergencija) Neka (fn)n∈N e niza od integrabilni funkcii koi
konvergiraat kon funkcijata f skoro sekade na R. Ako postoi pozi-
tivna integrabilna funkcija g takva xto |fn(x)| ≤ g(x) za sekoe
n ∈ N i za sekoe x ∈ R, togax f e integrabilna funkcija i va�i

lim
n→∞

∫
R
fn(x)dx =

∫
R
f(x)dx.

Teorema A.0.3. [75, Teorema 8.8] (Teorema na Fubini) Formulata

∫
Rm

∫
Rn
f(x, y)dxdy =

∫
Rm

dx

∫
Rn
f(x, y)dy =

∫
Rn
dy

∫
Rm

f(x, y)dx

va�i ako e ispolnet eden od slednive uslovi:

(i) f e pozitivna i merliva funkcija na Rm × Rn;

(ii) f e integrabilna funkcija na Rm × Rn.

Teorema A.0.4. [62, str. 15] Neka f e neprekinata funkcija nad
X×I, kade xto X ⊂ Rn, I = [a, b] e koneqen realen interval, za koja
postoi ∂

∂t
f(x, ·) nad I za sekoe x ∈ X. Ako se zadovoleni uslovite:

(i) f(·, t) e integrabilna funkcija nad X za sekoe t ∈ I;
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(ii) ∂
∂t
f(x, ·) e integrabilna funkcija nad I za sekoe x ∈ X;

(iii)
∫
I

(∫
X

∣∣ ∂
∂t
f(x, t)

∣∣ dx) dt <∞,
togax F (t) =

∫
X
f(x, t)dx e neprekinata funkcija nad I i ima izvod

dF (t)

dt
=

∫
X

∂

∂t
f(x, t)dx. (A.0.4)

Vo prodol�enie ḱe dademe definicija za oznakite ”golemo”O i
”malo”o, vovedeni od strana na germanskite matematiqari Bahman
(P. Bachman) i Landau (E. Landau), poradi xto se poznati kako
Bahman-Landau oznaki ili asimptotski oznaki, [50].

Definicija A.0.4. Neka f i g se realni funkcii definirani vo
okolina na toqkata x0 ∈ R. Velime deka f e golemo O od g, a za-
pixuvame

f(x) = O(g(x)) koga x→ x0

ako postoi okolina na toqkata x0, Vx0 i konstanta M taka xto

|f(x)| ≤M |g(x)|, x ∈ Vx0 ,

odnosno va�i

lim
x→x0

sup

∣∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣∣ <∞.
Definicija A.0.5. Neka f i g se realni funkcii definirani vo
okolina na toqkata x0 ∈ R. Velime deka f e malo o od g, a zapixu-
vame

f(x) = o(g(x)) koga x→ x0

ako za sekoe ε > 0 postoi okolina na toqkata x0, Vx0 taka xto

|f(x)| ≤ ε|g(x)|, x ∈ Vx0 ,

odnosno va�i

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Na sliqen naqin se definira ”golemo”O i ”malo”o koga x→∞.
Koga x0 ∈ R, so ovie definicii e opixano lokalnoto odnesuvaǌe
na funkcijata f(x) vo odnos na funkcijata g(x), dodeka pak koga
x → ∞ e opixano globalnoto odnesuvaǌe na funkcijata f(x) vo
odnos na funkcijata g(x). Ḱe navedeme nekoi osobini na ”malo”o :
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1. Ako za funkcijata f va�i f(x) = o(1) koga x → x0 (x → ∞)
togax f(x) = o(C) za proizvolna konstanta C 6= 0 koga x →
x0 (x→∞).

2. Ako za funkciite f, g i h va�i f(x) = o(g(x)) i g(x) = o(h(x))
koga x→ x0 (x→∞) togax f(x) = o(h(x)) koga x→ x0 (x→∞).

Za realnite funkcii f i g velime deka se asimptotski ednakvi
ili f asimptotski se odnesuva kako g koga x→ x0 (soodvetno, x→
∞) ako

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 1

(
soodvetno, lim

x→∞

f(x)

g(x)
= 1

)
,

a zapixuvame f ∼ g.
Ḱe navedeme i nekoi osnovi poimi i teoremi od teorijata na

metriqki, normirani i topoloxki vektorski prostori. Poveḱe
detali za ovaa teorija mo�at da se najdat vo [3, 48, 54, 91].

Definicija A.0.6. Neka X e neprazno mno�estvo. Funkcijata
d : X ×X → R koja gi zadovoluva uslovite:

(i) 0 ≤ d(x, y) <∞;

(ii) d(x, y) = 0 ako i samo ako x = y;

(iii) d(x, y) = d(y, x);

(iv) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y),

se narekuva metrika, a parot (X, d) metriqki prostor.

Definicija A.0.7. Metriqkiot prostor (X, d) e kompleten ako
sekoja Koxieva niza e konvergentna.

Teorema A.0.5. [40, Teorema 1] Neka f : A × B → Y, kade xto Y
e kompleten metriqki prostor, A i B se podmno�estva od met-
riqkite prostori X1 i X2, soodvetno i neka x0 ∈ A1 \A, b0 ∈ B1 \B,
kade xto A1 i B1 se mno�estva od toqki na akumulacija na mno�es-
tvoto A i mno�estvoto B, soodvetno. Ako

(i) limx→x0 f(x, y) = ψ(y) postoi za sekoe y ∈ B;

(ii) limy→y0 f(x, y) = ϕ(x) postoi ramnomerno za x ∈ A;
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togax trite limesi

lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y), lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y) i lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

postojat i se ednakvi.

Definicija A.0.8. Neka X e vektorski prostor nad poleto od
kompleksni broevi C (soodvetno, nad poleto od realni broevi R).
Skalaren proizvod vo X e preslikuvaǌeto X ×X 7→ C (soodvetno,
X ×X 7→ R ), so oznaka (·, ·)X so slednive svojstva:

(i) (y, x)X = (x, y)X , ∀x, y ∈ X,
(soodvetno, (y, x)X = (x, y)X , ∀x, y ∈ X);

(ii) (λx, y)X = λ(x, y)X , ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ C (soodvetno, ∀λ ∈ R);

(iii) (x1 + x2, y)X = (x1, y)X + (x2, y)X , ∀x1, x2, y ∈ X;

(iv) (x, x)X ≥ 0, i (x, x)X = 0⇔ x = 0.

Vektorski prostor X so skalaren proizvod se narekuva unitaren
prostor.

Definicija A.0.9. Neka X e vektorski prostor nad R. Realnata
funkcija ρ : X → R+ se narekuva polunorma na prostorot X ako

(i) ρ(x+ y) ≤ ρ(x) + ρ(y) za sekoe x, y ∈ X;

(ii) ρ(λx) = |λ|ρ(x) za sekoe x ∈ X i za site λ ∈ R.

Ako ρ e polunorma i uxte ako ρ(x) = 0 povlekuva deka x = 0,
togax ρ e norma na prostorot X. Parot (X, ρ) se narekuva normiran
vektorski prostor.

Definicija A.0.10. Neka X e vektorski prostor nad R. Polu-
normata ρ : X → R+ e ograniqena na mno�estvoto A ⊂ X ako
supx∈A ρ(x) <∞.

Bidejḱi sekoj unitaren prostor e normiran, a sekoj normiran
prostor e metriqki prostor sleduva deka sekoj unitaren prostor
e metriqki prostor.

Definicija A.0.11. Kompleten unitaren prostor se narekuva Hil-
bertov prostor, dodeka pak kompleten normiran prostor se nare-
kuva Banahov prostor.
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Neka X i Y se vektorski prostori. Za linearnata funkcija
f : X → Y ḱe go koristime terminot operator, dodeka pak ako
Y = C (ili Y = R), togax za linearnata funkcija f : X → Y ḱe go
koristime terminot linearen funkcional.

Teorema A.0.6. [91, Teorema 18.1] (Teorema na Han-Banah) Neka ρ
e polunorma na vektorskiot prostor X i A e potprostor od X.
Ako f e linearen funkcional nad A za koj va�i

|f(x)| ≤ Cρ(x) za site x ∈ A,

togax postoi linearen funkcional f nad X, koj pretstavuva pro-
xiruvaǌe na f , pri xto va�i

f(x) = f(x) za sekoe x ∈ A,

i uxte poveḱe,

|f(x)| ≤ Cρ(x) za site x ∈ X.

Definicija A.0.12. Familijata τ od podmno�estva od nepraznoto
mno�estvo X se narekuva topologija na X ako i samo ako gi is-
polnuva slednive uslovi

(i) ∅, X ∈ τ

(ii) A1 ∩ A2 ∈ τ za A1, A2 ∈ τ

(iii) ∪i∈IAi ∈ τ, za Ai ∈ τ, i ∈ I, kade I e mno�estvo od indeksi.

Elementite na familijata τ se narekuvaat otvoreni mno�estva,
a podredenata dvojka (X, τ) se narekuva topoloxki prostor. Pod-
mno�estvoto A od topoloxkiot prostor X se narekuva zatvoreno
ako negoviot komplement e otvoreno mno�estvo.

Definicija A.0.13. Neka (X, τ) e topoloxki prostor. Mno�estvo-
to U ⊂ X e okolina na toqkata x ∈ X ako i samo ako postoi
otvoreno mno�estvo O ∈ τ taka xto x ∈ O ⊂ U. Familijata B(x) e
baza od okolini ili lokalna baza na toqkata x ∈ X ako i samo ako
se ispolneti slednive uslovi:

(i) Elementite na familijata B se okolini na toqkata x;

(ii) Za sekoja okolina U na toqkata x, postoi B ∈ B(x) taka xto
B ⊂ U.
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Definicija A.0.14. Topoloxkiot prostor X se narekuva Hausdor-
fov ako za sekoi dve razliqni toqki x, y ∈ X postojat disjunktni
otvoreni mno�estva Ux i Uy taka xto x ∈ Ux i y ∈ Uy.

Definicija A.0.15. Topoloxkiot prostor X se narekuva separa-
bilen ako sodr�i prebroivo sekade gusto podmno�estvo.

Definicija A.0.16. Ako A e podmno�estvo od topoloxkiot pros-
tor X togax topologijata τ na prostorot X inducira topolo-
gija na A koja e nareqena inducirana topologija vo koja A ∩ O se
otvoreni mno�estva vo A kade xto O e otvoreno mno�estvo vo X.

Definicija A.0.17. Ako τ1 i τ2 se dve topologii za mno�estvoto X
i ako τ1 ⊂ τ2, togax τ2 e pofina topologija vo odnos na topologijata
τ1, odnosno τ1 e pogruba topologija za mno�estvoto X.

Definicija A.0.18. Topoloxkiot prostor X vo koj topologijata
e inducirana so metrika se narekuva metriziabilen prostor.

Definicija A.0.19. Neka X e topoloxki prostor. Parcijalno
podredenoto mno�estvo (I,≤) se narekuva nasoqeno (directed set) ako
za sekoj par elementi α, β od I postoi γ taka xto α ≤ γ i β ≤ γ.
Mre�a (obopxtena niza, hiperniza) vo X e familijata {xα}α∈I od
elementi xα od X kade xto mno�estvoto od indeksi I e nasoqeno
mno�estvo.

Definicija A.0.20. Za edna mre�a {xα}α∈I vo topoloxkiot pros-
tor X velime deka konvergira kon x ∈ X, ako za sekoja okolina
U na x postoi αU ∈ I taka xto xα ∈ U za site α ∈ I takvi xto
α ≥ αU . Elementot x e ednoznaqno opredelen i se narekuva graniqna
vrednost (granica) na mre�ata {xα}α∈I i oznaquvame limα∈I xα = x
ili xα → x.

Tvrdeǌe A.0.4. [48, str. 11] Neka X i Y se topoloxki prostori.
Preslikuvaǌeto f : X → Y e neprekinato ako i samo ako sekoja
mre�a {xα}α∈I vo X koja konvergira kon x ∈ X, mre�ata {f(xα)}α∈I
konvergira kon f(x).

Definicija A.0.21. Neka X i Y se topoloxki prostori. Pres-
likuvaǌeto f : X → Y se narekuva izomorfizam od X vo Y ako f
e neprekinata biekcija qie inverzno preslikuvaǌe e neprekinato.
Za topoloxkite prostori X i Y velime deka se izomorfni ako
postoi izomorfizam f : X → Y i pritoa oznaquvame X ' Y.
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Definicija A.0.22. Neka X i Y se topoloxki prostori. Ako
f : X → f(X) e izomorfizam togax f se narekuva smestuvaǌe (em-
bedding) na X vo Y i pritoa se koristi oznakata X ↪→ Y .

Definicija A.0.23. Vektorskiot prostor X nad poleto R (ili
C), snabden so topologijata τ se narekuva topoloxki vektorski
prostor ako slednive preslikuvaǌa:

(x, y) 7→ x+ y i (α, a) 7→ αx x, y ∈ X, α ∈ R (ili C)

se neprekinati.

Definicija A.0.24. Neka X e vektorski prostor. Mno�estvoto
A ⊂ X e konveksno ako za sekoi x, y ∈ A i 0 ≤ λ ≤ 1 va�i

λx+ (1− λ)y ∈ A.

Neka X e topoloxki vektorski prostor. Mno�estvoto A ⊂ X
e ograniqeno ako za sekoja okolina U na nulata postoi λ > 0 taka
xto

A ⊂ λU.

Mno�estvoto A ⊂ X e uramnote�eno (balansirano) ako

λA ⊂ A za sekoe |λ| ≤ 1.

Mno�estvoto A ⊂ X e apsorbiraqko ako za sekoe x ∈ X postoi λ > 0
taka xto

x ∈ λA.

Mno�estvoto A ⊂ X e kompaktno ako sekoja familija od otvoreni
mno�estva od X qija unija go sodr�i mno�estvoto A ima koneqna
podfamilija od mno�estva qija unija go sodr�i mno�estvoto A.
Podmno�estvoto A od topoloxki vektorski prostor X se narekuva
boqva ako A e apsorbiraqko, konveksno, uramnote�eno i zatvoreno
mno�estvo.

Definicija A.0.25. Topoloxkiot vektorski prostor X se nareku-
va boqvast ako sekoja boqva vo X e okolina na nulata vo X.

Definicija A.0.26. Neka A i X se topoloxki vektorski pros-
tori takvi xto A ⊂ X. Mno�estvoto x+ A = {y|y = x+ a, a ∈ A} se
narekuva klasa na ekvivalencija po modul A na elementot x ∈ X.
Mno�estvoto od site klasi na ekvivalencija se narekuva faktor
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prostor i se oznaquva so X/A. Faktor prostorot X/A e topoloxki
prostor so najjakata topologija vo odnos na koja preslikuvaǌata

f : X → X/A, x 7→ x+ A,

se neprekinati, t.e. otvorenite mno�estva se vo oblik U +A, kade
xto U e otvoreno mno�estvo vo topologijata na prostorot X.

Tvrdeǌe A.0.5. [91, Tvrdeǌe 14.2] Neka X i Y se topoloxki
vektorski prostori. Slikata na ograniqeno mno�estvo vo X so
neprekinato linearno preslikuvaǌe f : X → Y e ograniqeno mno-
�estvo vo Y .

Definicija A.0.27. Topoloxkiot prostor X se narekuva 1-prebro-
iv prostor (first countable space) ako ja zadovoluva slednava aksioma
poznata kako prva aksioma na prebroivost (first axiom of countability):
Za sekoja toqka x ∈ X postoi prebroiva klasa {B1, B2, B3, ...} od
otvoreni mno�estva koi ja sodr�at toqkata x taka xto za sekoja
otvorena okolina O na x postoi Bn, t.x. Bn ⊂ O.

Zabelexka A.0.1. Sekoj metriziabilen prostor e 1-prebroiv pros-
tor, (vidi, na primer [104, str. 40]). Sekoj Banahov prostor e
1-prebroiv prostor.

Teorema A.0.7. [51, Teorema 9.1]Funkcijata f definirana nad 1-
prebroiv prostor X e neprekinata vo toqkata x ∈ X ako i samo
ako e neprekinata po nizi vo toqkata x, t.e. za sekoja niza (xn)n∈N
koja konvergira kon x, nizata (f(xn))n∈N konvergira kon f(x).

Definicija A.0.28. Neka X e topoloxki vektorski prostor, a
I e mno�estvo od indeksi i neka xi ∈ X za sekoe i ∈ I. Redot∑

i∈I xi bezuslovno konvergira kon x ∈ X ako mno�estvoto od indeksi
I0 = {i ∈ I : xi 6= 0} e prebroivo i ako za sekoja permutacija pi na
I0 va�i

∑
pi
xi = x.

Definicija A.0.29. Lokalno konveksen topoloxki vektorski pros-
tor e topoloxki vektorski prostor vo koj nulata ima lokalna baza
od konveksni mno�estva.

Definicija A.0.30. Neka ρ e polunorma na vektorskiot prostor
X. Mno�estvoto Bε(x) = {x : ρ(x) < ε}, ε > 0, e okolina na nulata
vo X. Neka E = {Bε(x)|ε > 0, x ∈ X} e familija od okolini na
nulata. Topologijata na prostorot X generirana od familijata
E se narekuva topologija definirana preku polunormata ρ.
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Teorema A.0.8. [3, Teorema 1.4] Potreben i dovolen uslov za topo-
loxkiot vektorski prostor X da bide lokalno konveksen prostor
e negovata topologija da e definirana preku familija od pol-
unormi {ρα}α∈I, kade xto I e mno�estvo od indeksi.

Teorema A.0.9. [3, Teorema 1.5] Lokalno konveksniot prostor X
e metriziabilen ako i samo ako e Hausdorfov i ima prebroiva
lokalna baza na nulata.

Posledica A.0.1. [3, Posledica, str. 15] Prebroiva separabilna
familija od polunormi na vektorskiot prostor X generira lokal-
no konveksna, metriziabilna topologija na X.

Tvrdeǌe A.0.6. [91, Tvrdeǌe 14.5] Neka X e lokalno konveksen
prostor. Podmno�estvoto A od X e ograniqeno ako i samo ako
sekoja polunorma od familijata od polunormi na X e ograniqena
na A.

Definicija A.0.31. Topoloxkiot vektorski prostor se narekuva
Frexeov prostor ako e lokalno konveksen, metriziabilen i kom-
pleten.

Posledica A.0.2. [91, Glava 33, Posledica 1] Sekoj Frexeov
prostor e boqvast.

Definicija A.0.32. Lokalno konveksen vektorski prostor X se
narekuva bornoloxki prostor ako sekoj uramnote�en konveksen pot-
prostor A ⊂ X, koj gi apsorbira site ograniqeni mno�estva vo X
e okolina na nulata.

Tvrdeǌe A.0.7. [91, Tvrdeǌe 7.7] Neka X i Y se lokalno konveksni
prostori. Linearnoto preslikuvaǌe f : X → Y e neprekinato
ako i samo ako za sekoja polunorma ρY na prostorot Y postoi
polunorma ρX na prostorot X i konstanta C > 0 taka xto za site
x ∈ X va�i

ρY (f(x)) ≤ CρX(x).

Definicija A.0.33. Neka X e lokalno konveksen topoloxki vek-
torski prostor. Prostorot X ′ koj gi sodr�i site neprekinati
linearni funkcionali f : X → C se narekuva dualen prostor na X.

Definicija A.0.34. Neka X e lokalno konveksen prostor i neka
A ⊂ X. Mno�estvoto koe gi sodr�i site elementi f ∈ X ′ za koi
va�i

|f(ϕ)| ≤ 1, ∀ϕ ∈ A,
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se narekuva pol na mno�estvoto A, i se oznaquva so A0. Ako A
e potprostor od X, togax A0 e zatvoren potprostor od X ′ koj gi
sodr�i site elementi f ∈ X ′ za koi

|f(ϕ)| = 0, ∀ϕ ∈ A.

Definicija A.0.35. Vo dualniot prostor X ′ na lokalno konvek-
sniot prostor X se definirani slednive topologii:

(i) Slaba topologija ili uxte poznata kako topologija na toq-
kasta konvergencija nad X e topologijata vo odnos na koja
nizata (fn)∞n=1 so elementi od X ′ konvergira kon 0 ako nizata
(fn(ϕ))∞n=1 konvergira kon 0 nad X (t.e. za sekoe ϕ ∈ X);

(ii) Jaka topologija ili uxte poznata kako topologija na konver-
gencija nad ograniqeni mno�estva e topologijata vo odnos
na koja nizata (fn)∞n=1 konvergira kon 0 ako nizata (fn(ϕ))∞n=1

konvergira kon 0 nad sekoe ograniqeno podmno�estvo od X;

(iii) Topologija na kompaktna konvergencija ili uxte poznata kako
topologija na konvergencija nad kompaktni mno�estva e topo-
logijata vo odnos na koja nizata (fn)∞n=1 konvergira kon 0 ako
nizata (fn(ϕ))∞n=1 konvergira kon 0 nad sekoe kompaktno pod-
mno�estvo od X.

Tvrdeǌe A.0.8. [91, Tvrdeǌe 35.6] Neka A e potprostor od lokalno
konveksniot prostor X, snabden so inducirana topologija. Sled-
nive tvrdeǌa se ekvivalentni:

(i) A′ ' X ′/A0;

(ii) A e zatvoren potprostor od X.

(X ′ e snabden so slabata topologija.)

Tvrdeǌe A.0.9. [91, Tvrdeǌe 19.5] Neka X i Y se topoloxki vek-
torski prostori. Ako f : X → Y e neprekinato linearno presliku-
vaǌe togax negoviot adjungiran operator f ∗ : Y ′ → X ′ e nepreki-
nato linearno preslikuvaǌe vo odnos na slabata topologija na
dualnite prostori.

Tvrdeǌe A.0.10. [54, Glava 26] Neprekinato linearno presliku-
vaǌe f : X → Y meǵu Frexeovite prostori X i Y e surjektivno ako
i samo ako za sekoe ograniqeno mno�estvo B vo X ′, mno�estvoto
(f ∗)−1(B) e ograniqeno vo Y ′.
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Zabelexka A.0.2. Od teoremata na Han-Banah (teorema A.0.6)
sleduva deka eden potprostor A od lokalno konveksen Hausdor-
fov prostor X e gust potprostor ako i samo ako sekoj neprekinat
linearen funkcional koj prima vrednost nula za elementite od
potprostorot A, prima vrednost nula i za sekoj element od pros-
torot X, [91, str. 223].

Definicija A.0.36. Neka X i Y se topoloxki vektorski pros-
tori. Mno�estvoto H od linearni preslikuvaǌa od X vo Y velime
deka e ramnomerno neprekinato mno�estvo (equicontinuous set) ako
za sekoja okolina V na nulata vo Y postoi okolina na nulata U
vo X taka xto za site preslikuvaǌa f ∈ H od x ∈ U sleduva deka
f(x) ∈ V.

Tvrdeǌe A.0.11. [91, Tvrdeǌe 32.5] Neka H e ramnomerno nepreki-
nato mno�estvo od linearni preslikuvaǌa od topoloxko vektor-
skiot prostor X vo topoloxko vektorskiot prostor Y. Togax sled-
nive topologii se sovpaǵaat:

(i) topologijata na toqkasta konvergencija nad gusto podmno�es-
tvo A od X;

(ii) topologijata na toqkasta konvergencija nad X;

(iii) topologijata na konvergencija nad kompaktni mno�estva.

Teorema A.0.10. [91, Teorema 33.1] (Teorema na Banah-Xtajnhaus)
Neka X e boqvast topoloxki vektorski prostor i Y e lokalno
konveksen prostor. Slednive osobini na podmno�estvoto H od
prostorot od site neprekinati linearni preslikuvaǌa od X vo Y
se ekvivalentni:

(i) H e ograniqeno vo topologijata na toqkasta konvergencija
(slaba topologija);

(ii) H e ograniqeno vo topologijata na ograniqena konvergencija
(jaka topologija);

(iii) H e ramnomerno neprekinato podmno�estvo.

Definicija A.0.37. Lokalno konveksen prostor koj e Hausdor-
fov i boqvast, i vo koj sekoe zatvoreno i ograniqeno mno�estvo e
kompaktno se narekuva Montelov prostor.
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Tvrdeǌe A.0.12. [91, Posledica 1] Vo dualniot prostor X ′ na
Montelov prostor X, sekoja niza koja konvergira vo slabata topo-
logija na prostorot X ′ konvergira i vo odnos na jakata topologi-
jata na toj prostor.

Definicija A.0.38. Neka Xj, j ∈ N, se lokalno konveksni pros-
tori so topologii τj za koi va�i: Xj+1 e potprostor od Xj i
topologijata τj+1 na prostorot Xj+1 e pofina topologija od induci-
ranata topologija od τj na Xj+1 kako potprostor od Xj za sekoe
j ∈ N. Ako identiqnite smestuvaǌa ij+1

j : Xj+1 → Xj za sekoe j ∈ N
se neprekinati, togax nizata ((Xj, τj))j∈N se narekuva proektivna
niza, a prostorot X = ∩j∈NXj topoloxka proektivna granica na
nizata ((Xj, τj))j∈N vo koj topologijata ima baza qii elementi se
okolini na nulata, a pretstavuvaat koneqen presek od okolini na
nulata vo prostorite (Xj, τj). Oznaquvame X = proj limj→∞Xj.

Definicija A.0.39. Neka Xj, j ∈ N, se lokalno konveksni pros-
tori so topologii τj za koi va�i: Xj e potprostor od Xj+1 taka
xto topologijata τj na prostorot Xj se poklopuva so topologi-
jata koja Xj+1 ja inducira na Xj za sekoe j ∈ N. Ako identiqnite
smestuvaǌa ijj+1 : Xj → Xj+1 za sekoe j ∈ N se neprekinati, to-
gax nizata ((Xj, τj))j∈N se narekuva induktivna niza,a prostorot
X = ∪j∈NXj topoloxka induktivna granica na nizata ((Xj, τj))j∈N.
Oznaquvame X = ind limj→∞Xj.

Induktivnata granica X = ∪j∈NXj na nizata ((Xj, τj))j∈N e regu-
larna ako za sekoe τ-ograniqeno mno�estvo A ⊂ X postoi k ∈ N0

taka xto A ⊂ X i A e τk-ograniqeno.

Definicija A.0.40. Proektivna (soodvetno, induktivna) niza od
lokalno konveksni prostori so neprekinati linearni presliku-
vaǌa:

X1 ← X2 ← . . .← Xj ← . . .

(soodvetno, X1 → X2 → . . .→ Xj → . . .),

velime deka e kompaktna ako site preslikuvaǌa se kompaktni.
Pritoa, proj limj→∞Xj = ∩jXj (soodvetno, ind limj→∞Xj = ∪jXj) od
kompaktno proektivna (soodvetno, induktivna) niza se narekuva
Frexe-Xvarcov ili nakratko FS prostor (soodvetno, dualen Frexe-
Xvarcov prostor ili nakratko DFS prostor).

FS i DFS prostorite se separabilni i Montelovi. Uxte poveḱe,
zatvoren potprostor, faktor prostor i proektivna granica na
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niza od FS (DFS) prostori se FS (DFS) prostori. Dualniot pros-
tor na FS prostorot so jakata topologija e DFS prostor, i obratno.
Potoqno gi imame slednive izomorfizmi:(

proj lim
j→∞

Xj

)′
' ind lim

j→∞
X ′j i

(
ind lim

j→∞
Xj

)′
' proj lim

j→∞
X ′j.

Teorema A.0.11. [33, Teorema B.18] Neka X = ∪j∈NXj e induktivna
granica od Frexeovi prostori. Togax va�i:

(i) Mno�estvoto A e ograniqeno vo X ako i samo ako postoi
j0 ∈ N taka xto A le�i vo Xj0 i e ograniqeno vo Xj0 .

(ii) Ako nizata (xn)n∈N e Koxieva niza vo X, togax postoi j0 ∈ N
taka xto xn ∈ Xj0 za site n, i (xn)n∈N e konvergentna vo Xj0 i
vo X.

(iii) Neka Y e lokalno konveksen topoloxki vektorski prostor.
Linearnoto preslikuvaǌe T od X vo Y e neprekinato ako i
samo ako T : Xj → Y e neprekinato za sekoe j ∈ N.

Definicija A.0.41. Matricata A = (an,k)n,k∈N od nenegativni re-
alni broevi se narekuva Kote matrica (Köthe matrix) ako gi zado-
voluva slednive uslovi:

(i) Za sekoe n ∈ N postoi k ∈ N taka xto an,k > 0;

(ii) an,k ≤ an,k+1 za site n, k ∈ N.

Za 1 ≤ p <∞ definirame

λp(A) := {(cn)∞n=1, cn ∈ C : |||(cn)∞n=1|||k :=

(
∞∑
n=1

|cnan,k|p
)1/p

<∞, ∀k ∈ N}

(A.0.5)
i za p =∞

λ∞(A) := {(cn)∞n=1, cn ∈ C : |||(cn)∞n=1|||k := sup
n∈N
|cn|an,k <∞, ∀k ∈ N}.

(A.0.6)
Prostorite (A.0.5) i (A.0.6) se nareqeni Kote prostori.

Lema A.0.1. [54, Lema 27.1] Za sekoja Kote matrica A = (an,k)n,k∈N
prostorite (A.0.5) i (A.0.6) se Frexeovi prostori.

Teorema A.0.12. [54, Teorema 27.9] (Dieudonné-Gomes theorem) Sled-
nive uslovi se ekvivalentni za sekoja Kote matrica A :
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(i) Postoi p ∈ [1,∞] taka xto λp(A) e Montelov prostor;

(ii) Za sekoe p ∈ [1,∞], λp(A) e Montelov prostor;

(iii) λ1(A) e refleksiven prostor;

(iv) Za sekoe p ∈ [1,∞] postoi koneqno dimenzionalen normiran
prostor λp(A);

(v) Za sekoe beskoneqno podmno�estvo I od N i sekoe n ∈ N postoi
k ∈ N, taka xto infn∈I an,ma

−1
n,k = 0.

Tvrdeǌe A.0.13. [54, Tvrdeǌe 27.10] Slednive uslovi se ekviva-
lentni za sekoja Kote matricata A :

(i) Postoi p ∈ [1,∞] taka xto λp(A) e Xvarcov prostor;

(ii) Za sekoe p ∈ [1,∞], λp(A) e Xvarcov prostor;

(iii) Za sekoe k postoi m ≥ k takvo xto

lim
n→∞

an,k
an,m

= 0.
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[10] Catană V., Abelian and Tauberian results for the one-dimensional mod-
ified Stockwell transforms, Appl. Anal., 96(6), 2017, 1047–1057.

128



Literatura 129

[11] Casazza P.G., Christensen O., Frames and Schauder bases, In Approx-
imation Theory. In: Memory of Varma A.K., Govil N.K., Mohapatra
R.N., Nashed Z., et al., editors. Marcel Dekker, 1998.

[12] Christensen O., An Introduction to Frames and Riesz Bases, Series:
Applied and Numerical Harmonic Analysis, Boston: Birkhäuser, 2003.
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1999.

[36] Holschneider M., Wavelets. An analysis tool, New York: The Clarendon
Press, Oxford University Press, 1995.

[37] Hormann G., Steibauer R., Theory of distributions (Lecture notes),
University of Wien, 2009.



Literatura 131

[38] Kantorovich L.V., Akilov G.P., Functional Analysis in Normed Spaces,
Pergamon Press, 1964.

[39] Karamata J., Sur une mode de croissance régulier des fonctions, Math-
ematica, Cluj, 4, 1930, 38–53.

[40] Kadelburg Z., Marjanovic M.M., Interchanging two limits, The teaching
of mathematics, Vol. VIII(1), 2005.

[41] Katznelson Y., An introduction to harmonic analysis, New York: John
Wiley and Sons, 1968.

[42] Korevaar J., Tauberian Theory, Berlin: A Century of developments,
Springer-Verlag, 2004.
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