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Apstrakt

Vo ovaa doktorska disertacija se istra�uvani proizvodi
na distribucii vo algebri na Kolombo.

Problemot za proizvod na distribucii, kako eden od glav-
nite problemi so koi klasiqnata teorija na distribucii
se sooquva, so konstrukcijata na algebrite na Kolombo na
nekoj naqin se nadminuva. Kolomboovite algebri se asoci-
jativni algebri vo koi e vgraden prostorot na distribucii
i pri toa operacijata proizvod vo ovie algebri go obop-
xtuva klasiqniot proizvod na distribucii, xto znaqi veḱe
postoeqkite proizvodi na distribucii i onie presmetani
vo algebra na Kolombo se isti. Sepak, ovie algebri ovoz-
mo�uvaat presmetuvaǌe proizvod na distribucii koj vo kla-
siqnata teorija ne e definiran. Edna od glavnite prido-
bivki na Kolomboovata teorija na obopxteni funkcii e toa
xto operaciite so singularni distribucii mo�e da se izvr-
xuvaat isto tolku ednostavno kako i operaciite so glatki
funkcii.

Vo doktorskata disertacija se dobieni rezultati za pro-
izvod na singularni distribucii, no i rezultati za proiz-
vod na neprekinata funkcija so singularna distribucija.
Pokonkretno, vo Kolomboova algebra e presmetan proizvodot
na distribuciite x−p i δ(p−1)(x) za x ∈ R i x ∈ Rn, koga p ∈ N,
kako i proizvodot na distribucijata x

−r−1/2
+ , za r = 0, 1, 2, . . . ,

so sekoja od distribuciite x
−k−1/2
− i x

k−1/2
− , za k = 0, 1, 2, . . . .

Dobieni se rezultati i za proizvodot na distribuciite ln |x|
i δ(s−1)(x), za s = 0, 1, 2, . . . , kako i rezultati za proizvodot vo
Kolomboova algebra na funkciite (cosx− sinx), (sinx+ cosx) i
ex so distribucijata δ(r) (x) za r = 0, 1, 2, . . . .



Abstract

In this doctoral dissertation the main research accent was put on prod-
ucts of distributions in Colombeau algebra.

The problem about product of two arbitrary distributions is one of the
main problems that classical theory of distributions had came across. This
problem has been overcome with the construction of Colombeau algebras.
Colombeau algebra is an associative algebra and the space of Schwartz dis-
tributions is embedded in it. The most important feature of Colombeau
algebras is that the product of elements in it generalises the classical prod-
uct of distributions, thus the classical product of two distributions, if it
exists, and the new one obtained in Colombeau algebra, are equal. Fur-
thermore, in Colombeau algebra one can obtain product of two singular
distributions which in the classical theory is not defined. One of the advan-
tages of Colombeau theory of generalized functions is that we can operate
with singular distributions easily as well as with smooth functions.

In this doctoral dissertation we have obtained, in Colombeau algebra,
results about product of two singular distributions, as well as results about
product of continuous function with singular distribution. More exactly,
in Colombeau algebra we have obtained product of distributions x−p and
δ(p−1)(x) when x ∈ R and x ∈ Rn, for p ∈ N, then the product of distribu-

tion x
−r−1/2
+ , for r = 0, 1, 2, . . . , with each of the distributions x

−k−1/2
− and

x
k−1/2
− , when k = 0, 1, 2, . . . . We have also obtained results about prod-

uct of distributions ln |x| and δ(s−1)(x), when s = 0, 1, 2, . . . and product of
each of the functions (cosx− sinx), (sinx+ cosx) and ex with distribution
δ(r) (x) when r = 0, 1, 2, . . . .
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Glava 1

Voved vo teorijata na distribucii

Teorijata na distribucii kako matematiqka teorija se po-
javila kon sredinata na minatiot vek, kako rezultat na obi-
dite na nauqnicite da im dadat matematiqko znaqeǌe na
brojni koncepti vo naukata, najmnogu vo kvantnata fizika,
koi do togax bide sfaḱani intuitivno. Uxte pred pojavata
na teorijata na distribucii nauqnicite koristele nekoi
koncepti koi denes gi znaeme kako distribucii, kako na pri-
mer Dirak δ funkcijata i nejzinite izvodi. Svojstvata na
ovie koncepti bile definirani taka da tie odgovaraat na
eksperimentalnite rezultati, a istovremeno da bidat sood-
vetni za analiza i rexavaǌe na problemite koi istite gi
karakteriziraat. No, poveḱeto operacii so niv ostanale
matematiqki nepotkrepeni. Dirak δ funkcijata e defini-
rana na sledniot naqin:

δ(x) = 0 za x 6= 0, δ(0) = +∞ i
∞∫
−∞

δ (x) dx = 1.

Svojstvata na ovaa funkcija se razlikuvaat od svojstvata
na klasiqnite funkcii vo matematiqkata analiza bidejḱi vo
analizata opredelen integral od funkcija koja e razliqna
od 0 samo vo edna toqka, ne mo�e da bide razliqen od 0.
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Dirak δ funkcijata i nejzinite svojstva bile definirani
taka da taa karakterizira odredena ’beskoneqnost’ vo edna
toqka, na primer, gustina na edineqen polne� - polne�ot e
skoncentriran vo edna toqka, t.e. vo volumen 0, xto znaqi
gustinata na polne�ot e nula sekade, osven vo edna toqka,
vo koja gustinata ḱe bide beskoneqa.

Ovoj primer poka�uva deka funkciite i nivnite svojstva
ne bile dovolni za so niv da bidat opixani nekoi fiziqki
fenomeni i nivnite svojstva, poradi xto se javila potre-
bata za obopxtuvaǌe na poimot za funkcija. Toa obop-
xtuvaǌe e napraveno so voveduvaǌe na poimot za obopxtena
funkcija ili distribucija. Prvata sistematizirana teorija
na distribucii (obopxteni funkcii) ja objavil francuskiot
matematiqar Lorent Xvarc, vo 1950 godina, vo svoeto delo
”Teorija na distribucii” (Theorie des distributions) qija po-
dobrena verzija e od 1959 godina [46]. Aparatot na teori-
jata na distribucii ovozmo�uva onie koncepti vo naukata i
tehnikata, koi ne mo�e da se opixat so funkcii, da bidat
opixani so distribucii, dodeka onie xto mo�e da se opixat
so funkcii, mo�e isto taka da se opixat i so svojstvata na
distribucii.

1.1 Osnovni poimi

Vo prodol�enie ḱe gi navedeme osnovnite poimi i oznaki od
teorijata na distribucii.
Definicija 1.1.1. Nosaq na funkcija ϕ e zatvoraqot na mno-
�estvoto {x |ϕ (x) 6= 0}.

Nosaqot na funkcija ϕ ḱe go oznaquvame so suppϕ.

Definicija 1.1.2. Glatkite funkcii ϕ : R → C (R e mno-
�estvoto na realni, a C e mno�estvoto na kompleksni broevi)
so kompakten nosaq se vikaat test funkcii.
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Mno�estvoto od test funkcii vo odnos na operaciite so-
biraǌe na funkcii i mno�eǌe na funkcija so skalar e vek-
torski prostor koj ḱe go oznaquvame so D(R) ili samo D.
Ovde ḱe napomeneme deka site test funkcii od prostorot
D(R) ne mora da imaat isti nosaq.

Neka f : D(R)→ C e preslikuvaǌe. Za ϕ ∈ D(R) ḱe oznaqu-
vame: f (ϕ) = 〈f, ϕ〉.
Definicija 1.1.3. Preslikuvaǌeto f : D(R) → C ḱe reqeme
deka e linearno ako va�at slednite dve ravenstva:

〈f, ϕ1 + ϕ2〉 = 〈f, ϕ1〉+ 〈f, ϕ2〉 (1.1)

〈f, αϕ〉 = α 〈f, ϕ〉 (1.2)

kade α e skalar.

Definicija 1.1.4. Za nizata od funkcii (ϕn)n∈N velime deka
konvergira kon nula vo D(R) ako nosaqot na sekoja test funk-
cija ϕn od dadenata niza e podmno�estvo od kompaktno mno-
�estvo K i lim

n→∞
ϕn

(k) (x) = 0 za k = 0, 1, 2, .....

Definicija 1.1.5. Za linearnoto preslikuvaǌe f ḱe reqeme
deka e neprekinato ako za sekoja niza od funkcii (ϕn)n∈N koja
konvergira kon nula vo D(R), nizata od broevi (〈f, ϕn〉)n∈N
konvergira kon nula, t.e va�i lim

n→∞
〈f, ϕn〉 = 0.

Definicija 1.1.6. Distribucija (obopxtena funkcija) e li-
nearno neprekinato preslikuvaǌe f : D → C.

Znaqi, so distribucija f ni e daden neprekinat linearen
funkcional koj na sekoja test funkcija i pridru�uva kom-
pleksen broj. Mno�estvoto od site distribucii so domen
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D(R) ḱe go oznaquvame so D′(R).

Neka f e lokalno integrabilna funkcija. Istata ja defi-
nirame kako distribucija na prostorot od test funkcii D(R),
so sledniot integral:

f (ϕ) = 〈f, ϕ〉 =

∞∫
−∞

f (x)ϕ (x) dx (1.3)

Distribuciite koi se dobieni od lokalno integrabilna
funkcija so ravenstvoto (1.3) se vikaat regularni distribu-
cii. Ako dve neprekinati funkcii f i g definirani na isto
mno�estvo se razlikuvaat samo za nekoi vrednosti na ar-
gumentot, t.e. se razlikuvaat na mno�estvo so mera nula,
togax broevite 〈f, ϕ〉 i 〈g, ϕ〉 nema da se razlikuvaat pa ovie
dve funkcii ḱe generiraat ista distribucija. Site lokalno
integrabilni funkcii koi na ovoj naqin generiraat ista
distribucija smetame deka se ekvivalentni i istite opre-
deluvaat klasa na ekvivalencija koja soodvetstvuva na edna
ista regularna distribucija.

Na istiot naqin sekoja test funkcija generira distribu-
cija, pa spored toa prostorot od test funkcii D(R) e pot-
prostor od prostorot od distribucii D′(R).

No, ne site distribucii mo�e da se generiraat od lokalno
integrabilna funkcija.
Primer 1.1.1. Dirak δ funkcijata qii svojstva se navedeni
na poqetokot na ova poglavje, kako distribucija e defini-
rana na sledniot naqin:

〈δ, ϕ〉 = ϕ (0) (1.4)

So ovaa definicija svojstvata na Dirak δ funkcijata,
definirani na poqetokot na poglavjeto, se zapazeni. Imeno,
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δ funkcijata ima vrednost nula za vrednosti na argumentot
razliqni od nula, pa spored toa ḱe va�i:

δ (ϕ) = 〈δ, ϕ〉 =

∞∫
−∞

δ (x)ϕ (x) dx = ϕ (0)

∞∫
−∞

δ (x) dx =ϕ (0) (1.5)

Ako postoi lokalno integrabilna funkcija δ (x) taka xto za
sekoja test funkcija ϕ ∈ D(R) va�i ravenstvoto

ϕ (0) =

∞∫
−∞

δ (x)ϕ (x) dx (1.6)

i ako zememe

ϕ (x) =

{
0 |x| ≥ a

e
a2

x2−a2 |x| < a
, a > 0 (1.7)

so zamena na (1.7) vo (1.6) se dobiva:

1

e
=

a∫
−a

δ (x) e
a2

x2−a2 dx (1.8)

Ako zememe a → 0 desnata strana vo ravenstvoto (1.8) kon-
vergira kon nula xto doveduva do kontradikcija. Odovde,
Dirak δ funkcijata, za koja sega mo�e da go koristime ter-
minot Dirak δ distribucija, nema da bide regularna dis-
tribucija. 2

Distribuciite koi ne se regularni gi vikame singularni
distribucii.

Ako f e funkcija od edna nezavisna promenliva x, qesto
pati funkcijata ja oznaquvame so f (x). Ako f e regularna
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distribucija qij domen e prostorot D(R) od test funkcii
ϕ (x), koja e generirana od funkcija f so ravenstvoto (1.3),
distribucijata f isto taka mo�e da ja oznaqime so f (x). Za
singularna distribucija f mo�e da se koristi oznakata f (x)
koja ḱe poka�uva deka argumentot na test funkciite e x, iako
singularnite distribucii vo opxt sluqaj ne se definirani
so vrednost vo toqka x. Ovie oznaki ḱe bidat potrebni koga
ḱe definirame nekoi operacii so distribucii i smena na
promenlivi pri tie operacii.

Prethodnite definicii mo�eme da gi proxirime i na n
- dimenzionalen prostor, t.e. test funkciite i distribuci-
ite da gi razgledame kako funkcii i funkcionali defini-
rani na podmno�estva od Rn. Neka x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn kade
x1, x2, ..., xn se n realni ednodimenzionalni promenlivi. Test
funkcii vo ovoj sluqaj ḱe bidat site neprekinati funkcii
ϕ : Rn → C qii parcijalni izvodi od proizvolen red posto-
jat i se neprekinati i qij nosaq e kompaktno mno�estvo vo
Rn. Prostorot od test funkcii vo Rn se oznaquva so D(Rn).

Definicija 1.1.7. Distribucija vo Rn e neprekinat linearen
funkcional f : D(Rn)→ C.

Poimite linearnost i neprekinatost na funkcional vo
Rn se definiraat analogno kako i istite poimi za funkcio-
nal vo R. Imeno, funkcionalot f qij domen e prostorot
D(Rn) e linearen ako za proizvolni test funkcii ϕ1 i ϕ2 i
proizvolni kompleksni broevi α i β va�i:

〈f, αϕ1 + βϕ2〉 = α 〈f, ϕ1〉+ β 〈f, ϕ2〉 (1.9)

Linearniot funkcional f e neprekinat ako nizata od broe-
vi (〈f, ϕn〉)n∈N konvergira kon nula koga nizata od funkcii
(ϕn)n∈N konvergira kon nula vo D(Rn).
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Prostorot od distribucii vo Rn ḱe go oznaquvame so
D′(Rn).

Ako f e lokalno integrabilna funkcija definirana na
Rn (ili na podmno�estvo od Rn) istata opredeluva dis-
tribucija f na toj naqin xto na proizvolna test funkcija
ϕ ∈ D(Rn) i go pridru�uva brojot

〈f, ϕ〉 =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

f (x1, x2, ..., xn)ϕ (x1, x2, ..., xn) dx1dx2 · · · dxn

=

∫
Rn

f (x)ϕ (x) dx (1.10)

Site distribucii koi mo�e da se generiraat od lokalno
integrabilna funkcija na ovoj naqin se vikaat regularni
distribucii. Sekoja regularna distribucija soodvetstvuva
na klasa od lokalno integrabilni funkcii koi se razliku-
vaat na mno�estvo so mera nula.

Distribuciite na Rn koi ne se regularni se vikaat sin-
gularni distribucii.

Dirak δ distribucijata, koja e singularna distribucija,
na Rn se definira na sledniot naqin:

〈δ, ϕ〉 = ϕ (0) (1.11)

kade ϕ (0) e vrednosta na ϕ (x1, x2, ..., xn) za (x1, x2, ..., xn) = (0, 0, ..., 0).
Pritoa va�i:

δ (x) = δ (x1) δ (x2) ....δ (xn) (1.12)

Za distribucijata f ḱe reqeme deka e definirana na otvoreno
mno�estvo Ω ⊆ Rn ako f e neprekinat linearen funkcional
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qij domen se test funkciite so nosaq podmno�estvo od Ω.

Definicija 1.1.8. Za dve distribucii f i g velime deka se
ednakvi na otvoreno mno�estvo Ω ⊆ Rn ako za sekoja test
funkcija ϕ ∈ D(Rn) qij nosaq e podmno�estvo od Ω, va�i:

〈f, ϕ〉 = 〈g, ϕ〉 (1.13)

Unijata na site otvoreni mno�estva na koi distribuci-
jata f e ednakva na nula se vika nula mno�estvo za f . Zatvo-
raqot na mno�estvoto na koe distribucijata f ne e ednakva
na nula e nosaqot na distribucijata f .

Nosaqot na distribucija f mo�e da sodr�i toqka vo koja
distribucijata f e ednakva na nula.

Nosaqot na δ distribucijata e koordinatniot poqetok vo
Rn.

1.2 Operacii so distribucii

Nekoi od operaciite koi se definirani kaj obiqite funkcii,
na primer, sobiraǌe i mno�eǌe so skalar, ḱe gi proxirime
i kaj distribuciite. Ovie operacii se vikaat regularni
operacii. Drugi operacii, kako na primer proizvod, kom-
pozicija i konvoluciski proizvod na dve proizvolni dis-
tribucii se definirani samo za odredeni klasi na dis-
tribucii, no ne i vo opxt sluqaj.

1) Ako f i g se dve distribucii, nivniot zbir f + g e
distribucija koja na sekoja test funkcija ϕ i go pridru�uva
brojot 〈f + g, ϕ〉 opredelen so ravenstvoto:

〈f + g, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉+ 〈g, ϕ〉 (1.14)
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Deka f + g e distribucija sleduva od faktot xto desnata
strana vo poslednoto ravenstvo opredeluva neprekinat li-
nearen funkcional na D(Rn) bidejḱi f i g se neprekinati
linearni funkcionali.

2) Proizvod na distribucija f so konstanta α e distribu-
cija opredelena so ravenstvoto:

〈αf, ϕ〉 = 〈f, αϕ〉 (1.15)

kade α e komleksen broj, a ϕ ∈ D(Rn).

So ovie dve operacii prostorot od distribucii D′(Rn) e
linearen vektorski prostor.

3) Neka f ∈ D′(Rn) e distribucija i τ e toqka od Rn. Dis-
tribucijata f (x− τ) se definira na sledniot naqin:

〈f (x− τ) , ϕ (x)〉 = 〈f (x) , ϕ (x+ τ)〉 (1.16)

Dokolku f (x) e lokalno integrabilna funkcija vo R, posled-
nata definicija e soodvetna na ravenstvoto

∞∫
−∞

f (x− τ)ϕ (x) dx =

∞∫
−∞

f (x)ϕ (x+ τ) dx (1.17)

koe se dobiva ednostavno so smena na promenlivite vo inte-
gralot od levata strana.

Distribucijata f (x− τ) se vika translacija na distribu-
cijata f (x).

4) Distribucijata f (−x) se definira na sledniot naqin:

〈f (−x) , ϕ (x)〉 = 〈f (x) , ϕ (−x)〉 (1.18)
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5) Neka f (x) e lokalno integrabilna funkcija definirana
na Rn. Ako ϕ (x) e proizvolna test funkcija od D(Rn), za a > 0
va�i slednoto ravenstvo:∫

Rn

f (ax)ϕ (x) dx =
1

an

∫
Rn

f (x)ϕ
(x
a

)
dx (1.19)

koe se dobiva so smena na promenlivata vo integralot od
levata strana.

Ako ϕ (x) e glatka funkcija so kompakten nosaq, togax
takva e i funkcijata ϕ

(
x
a

)
, t.e. i ϕ

(
x
a

)
e test funkcija od

mno�estvoto D, pa poslednoto ravenstvo mo�e da se obopxti
i na distribuciite, t.e. mo�e da definirame distribucija
f (ax) na sledniot naqin:

〈f (ax) , ϕ (x)〉 =

〈
f (x) ,

1

an
ϕ
(x
a

)〉
a > 0 (1.20)

6) Proizvod na distribucija i glatka funkcija. Neka
f e proizvolna distribucija, g e glatka funkcija, a ϕ ∈ D(Rn)
e proizvolna test funkcija. Proizvodot gϕ ḱe bide isto taka
glatka funkcija koja ḱe ima vrednost nula sekogax koga ϕ ḱe
ima vrednost nula. Znaqi, gϕ ∈ D(Rn).

Proizvodot gf na distribucijata f so glatkata funkcija
g e distribucija definirana na sledniot naqin:

〈gf, ϕ〉 = 〈f, gϕ〉 (1.21)

Da ja poka�eme linearnosta na funkcionalot gf defini-
ran so (1.21). Neka ϕ1, ϕ2 ∈ D(Rn) i α, β ∈ C.

〈gf, αϕ1 + βϕ2〉 = 〈f, αgϕ1 + βgϕ2〉
= 〈f, αgϕ1〉+ 〈f, βgϕ2〉
= α 〈f, gϕ1〉+ β 〈f, gϕ2〉
= α 〈gf, ϕ1〉+ β 〈gf, ϕ2〉 (1.22)
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Da poka�eme neprekinatost na funkcionalot gf defini-
ran so (1.21). Neka (ϕn)n∈N e niza od test funkcii koja kon-
vergira vo D(Rn) kon nula. Togax i nizata od test funkcii
(gϕn)n∈N konvergira vo D(Rn) kon nula.

Ponatamu, (〈gf, ϕn〉)n∈N = (〈f, gϕn〉)n∈N. Zaradi neprekina-
tosta na funkcionalot f nizata od desnata strana vo posled-
noto ravenstvo konvergira kon nula, pa i nizata od levata
strana ḱe konvergira kon nula, xto poka�uva deka i funkci-
onalot gf e neprekinat.

So ravenstvoto (1.21) se definira i proizvod na dis-
tribucijata f so regularna distribucija g koja soodvet-
stvuva na glatkata funkcija g.

Primer 1.2.1. Neka g e glatka funkcija, ϕ e test funkcija i
δ e Dirak delta distribucijata.

〈gδ, ϕ〉 = 〈δ, gϕ〉 = g (0)ϕ (0)

= g (0) 〈δ, ϕ〉 = 〈g (0) δ, ϕ〉 (1.23)

t.e. dobivame
g (x) δ (x) = g (0) δ (x) 2 (1.24)

Proizvodot na dve proizvolni distribucii vo teorijata
na distribucii na Xvarc, ne e definiran vo opxt sluqaj.
Primeri ḱe razgledame na krajot od ova poglavje.

1.3 Konvergencija na niza od distribucii

Ḱe go definirame poimot za konvergencija na niza od dis-
tribucii.
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Definicija 1.3.1. Nizata od distribucii (fn)n∈N velime
deka konvergira kon distribucija f ∈ D′(Rn) ako za sekoja
test funkcija ϕ nizata od broevi (〈fn, ϕ〉)n∈N konvergira kon
brojot 〈f, ϕ〉, t.e.

lim fn
n→∞

= f ako (∀ϕ ∈ D (Rn)) lim
n→∞

〈fn, ϕ〉 = 〈f, ϕ〉

Za da se poka�e deka poimot konvergencija vo D′(Rn) e do-
bro definiran, treba da se poka�e deka funkcionalot f so
domen D(Rn) koj na sekoja test funkcija ϕ i go pridru�uva
brojot lim

n→∞
〈fn, ϕ〉 e linearen i neprekinat. Ḱe se povikame

na slednata teorema koja mo�e da se vidi vo [52] (str. 37).

Teorema 1.3.1. Ako nizata od distribucii (fn)n∈N vo D′ kon-
vergira kon funkcionalot f , togax f e isto taka distribu-
cija. So drugi zborovi, prostorot D′ e zatvoren vo odnos
na konvergencijata na distribucii.

1.4 Diferenciraǌe na distribucii

Meǵu obiqnite funkcii mo�e da se najdat brojni primeri na
funkcii koi ne se se diferencijabilni. Eden od motivite
pri razvoj na teorijata na distribuciite bil da se najde
prostor koj ḱe gi sodr�i obiqite funkcii, pri xto vo toj
prostor za sekoj element ḱe postoi izvod koj za diferenci-
jabilnite funkcii ḱe se sovpaǵa so nivniot obiqen izvod.

Izvodot kaj distribuciite e definiran taka da za sekoja
distribucija postoi izvod od proizvolen red i pri toa sekoj
izvod na distribucija e povtorno distribucija. Za da doj-
deme do definicijata za izvod na distribucija, ḱe zememe
regularna distribucija f koja e generirana od funkcija f
od edna realna promenliva x. So f ′ ḱe go oznaqime prviot
izvod na distribucijata f .
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Neka ϕ e proizvolna test funkcija. So primena na pra-
viloto za parcijalna integracija ḱe imame:

〈
f ′, ϕ

〉
=

∞∫
−∞

f ′ (x)ϕ (x) dx = −
∞∫
−∞

f (x)ϕ′ (x) dx =
〈
f,−ϕ′

〉
(1.25)

Od svojstvata na test funkciite sleduva deka ϕ′ ∈ D(R).
Definicija 1.4.1. Prviot izvod na distriibucijata f (x),
kade x e ednodimenzionalna realna promenliva se definira
na sledniot naqin:〈

f ′ (x) , ϕ (x)
〉

=
〈
f (x) ,−ϕ′ (x)

〉
(1.26)

kade ϕ ∈ D(R).

Primer 1.4.1. Ako ja diferencirame δ distribucijata, ḱe
dobieme: 〈

δ′, ϕ
〉

=
〈
δ,−ϕ′

〉
= −ϕ′ (0) 2 (1.27)

Primer 1.4.2. Da ja razgledame funkcijata

x+ =

{
x, x ≥ 0
0 x < 0

(1.28)

Ḱe ja diferencirame ovaa funkcija vo smisla na distribucii:

〈
x+
′, ϕ
〉

= −
〈
x+, ϕ

′〉 = −
∞∫

0

xϕ′ (x) dx =

∞∫
0

ϕ (x) dx (1.29)

kade ϕ e proizvolna test funkcija.
Da ja oznaqime so

H (x) =

{
1, x ≥ 0
0, x < 0

(1.30)
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funkcijata na Heaviside. Od ravenstvata (1.29) i (1.30) dobi-
vame: 〈

x+
′, ϕ
〉

= 〈H,ϕ〉 (1.31)

t.e.
x+
′ = H (x) (1.32)

Da ja diferencirame funkcijata (1.30) vo smisla na dis-
tribucii. Za ϕ ∈ D(R) ḱe imame:

〈
H ′ (x) , ϕ (x)

〉
=

〈
H (x) ,−ϕ′ (x)

〉
= −

∞∫
0

ϕ′ (x) dx = ϕ (0) = 〈δ (x) , ϕ (x)〉 (1.33)

Od poslednoto ravenstvo sleduva:

H ′ (x) = δ (x) (1.34)

Da zabele�ime deka prviot izvod na funkcijata H (x) (gle-
dana kako funkcija, a ne kako distribucija) e nula sekade,
osven vo toqkata x = 0 vo koja izvodot ne postoi. 2

Parcijalnite izvodi od prv red vo sluqaj koga imame
n - dimenzionalna nezavisna promenliva x = (x1, x2, ..., xn) se
definiraat analogno na ravenstvoto (1.26).
Definicija 1.4.2. Neka f ∈ D′(Rn) i ϕ (x) ∈ D(Rn) kade x =
(x1, x2, ..., xn). Parcijalniot izvod od prv red ∂f

∂xi
, i = 1, 2, ..., n

e definiran so ravenstvoto:〈
∂f

∂xi
, ϕ

〉
=

〈
f,− ∂ϕ

∂xi

〉
(1.35)

Teorema 1.4.1. ([52], str. 48) Parcijalniot izvod od prv red
na proizvolna distribucija e pak distribucija.
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Dokaz. Direktno od definicijata za parcijalen izvod od
prv red i svojstvata na izvod na test funkciite (glatki
funkcii) sleduva deka parcijalniot izvod ∂f

∂xi
na distribu-

cijata f e linearen funkcional.
Neka (ϕn)n∈N e niza od test funkcii koja konvergira kon

nula vo D(Rn). Togax i nizata
(
∂ϕn

∂xi

)
n∈N

, i = 1, 2, ..., n konver-
gira kon nula vo D(Rn). Bidejḱi f e neprekinat funkcional
ḱe sleduva: 〈

∂f

∂xi
, ϕn

〉
=

〈
f,−∂ϕn

∂xi

〉
→ 0, n→∞ (1.36)

xto znaqi i ∂f
∂xi

e neprekinat funkcional, so xto teoremata
e doka�ana. 2

Direktno od definicijata gledame deka diferenciraǌeto
na distribuciite vsuxnost se izvrxuva so diferenciraǌe
na test funkcijata na koja dejstvuva distribucijata, a bidej-
ḱi test funkciite se glatki funkcii, t.e. beskoneqno mnogu
pati diferencijabilni, sleduva deka diferenciraǌeto na
distribucijiite sekogax ḱe bide vozmo�no. Na ovoj naqin
se nadminuvaat problemite i so diferenciraǌe na funkcii.
Od matematiqkata analiza znaeme deka sekoja diferencija-
bilna funkcija e neprekinata, no obratnoto vo opxt sluqaj
ne va�i. No, ako funkciite gi razgleduvame kako distribu-
cii, sekoja neprekinata funkcija vo toj sluqaj e diferen-
cijabilna. So teorijata na distribucii se nadminuvaat
problemi i so diferenciraǌe na funkcii so prekin, pri
xto razgledani kako distribucii i funkciite so prekin
se isto taka diferencijabilni. Vo Primer1.4.2 vidovme
funkcija koja ne e diferencijabilna vo sekoja toqka, no ako
ja razgledame kako distribucija, nejziniot izvod ḱe postoi
vo sekoja toqka.
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Neka f ∈ D′(R) e distribucija i ϕ (x) ∈ D(R) e test funkcija.
Ravenstvoto (1.26) se obopxtuva na sledniot naqin:〈

f (n) (x) , ϕ (x)
〉

= (−1)n
〈
f (x) , ϕ(n) (x)

〉
(1.37)

Na isti naqin ḱe go obopxtime i poimot za parcijalni
izvodi od povisok red. Prethodno ḱe ja poka�eme slednata
teorema.

Teorema 1.4.2. ([52], str. 48) Kaj parcijalnite izvodi od po-
visok red, na distribucija f ∈ D′(Rn), redosledot na promen-
livite po koi se vrxi diferenciraǌeto mo�e da se menuva,
bez toa da vlijae na krajniot rezultat.

Dokaz. Ḱe poka�eme deka va�i ravenstvoto:

∂2f

∂xi∂xk
=

∂2f

∂xk∂xi
(1.38)

Za test funkciite ϕ, qii izvodi od proizvolen red postojat
i se neprekinati, va�i ravenstvo pomeǵu mexanite parci-
jalni izvodi vo sluqaj koga gi diferencirame kako funkcii,
t.e.

∂2ϕ

∂xi∂xk
=

∂2ϕ

∂xk∂xi
(1.39)

Odovde,〈
∂2f

∂xi∂xk
, ϕ

〉
=

〈
∂f

∂xk
,− ∂ϕ

∂xi

〉
=

〈
f,

∂2ϕ

∂xk∂xi

〉
=

〈
f,

∂2ϕ

∂xi∂xk

〉
=

〈
∂f

∂xi
,− ∂ϕ

∂xk

〉
=

〈
∂2f

∂xk∂xi
, ϕ

〉
(1.40)

Na isti naqin se obopxtuva ravenstvoto i za izvodi od
povisok red, od kade sleduva tvrdeǌeto vo teoremata. 2
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Tuka da zabele�ime deka ravenstvoto (1.38) ne va�i vo
opxt sluqaj dokolku izvod se bara na funkcija, vo obiqna
smisla, a ne vo smisla na distribucija.

Ako oznaqime

Dk =
n∏
i=1

(
∂

∂xi

)ki
(1.41)

pri xto ki ∈ N0 i k =
n∑
i=1

ki, parcijalnite izvodi od k - ti red

za distribucija f se presmetuvaat na sledniot naqin:〈
Dkf, ϕ

〉
= (−1)k

〈
f,Dkϕ

〉
(1.42)

Primer 1.4.3. Da go presmetame k - tiot izvod na Dirak δ
distribucijata.〈

Dkδ, ϕ
〉

= (−1)k
〈
δ,Dkϕ

〉
= (−1)kDkϕ (x) |x=0 2 (1.43)

Neka f ∈ D′(Rn) i g ∈ C∞. Praviloto za diferenciraǌe
na proizvodot gf (Lajbnicovo pravilo) e dadeno so slednoto
ravenstvo:

∂

∂xi
(gf) = g

∂f

∂xi
+ f

∂g

∂xi
(1.44)

Neka ϕ ∈ D(Rn). Praviloto (1.44) e dobieno vrz osnova
na slednoto ravenstvo ([52], str. 49):〈

∂

∂xi
(gf) , ϕ

〉
=

〈
gf,− ∂ϕ

∂xi

〉
=

〈
f,−g ∂ϕ

∂xi

〉
=

〈
f,− ∂

∂xi
(gϕ)

〉
+

〈
f, ϕ

∂g

∂xi

〉
=

〈
∂f

∂xi
, gϕ

〉
+

〈
f, ϕ

∂g

∂xi

〉
=

〈
g
∂f

∂xi
, ϕ

〉
+

〈
f
∂g

∂xi
, ϕ

〉
2 (1.45)

19



Specijalno, ako nezavisnata promenliva x e ednodimen-
zionalna, vo prethodnata teorema ḱe va�i:

(fg)′ = f ′g + fg′ (1.46)

Primer 1.4.4. Neka g (x) = x i δ e Dirak delta distribuci-
jata. Od definicijata na δ va�i:

xδ = 0 (1.47)

So diferenciraǌe na poslednoto ravenstvo se dobiva:

δ + xδ′ = 0 (1.48)

t.e.
xδ′ = −δ 2 (1.49)

Teorema 1.4.3. ([31], str.28) Neka f e distribucija i g e
glatka funkcija. Togax:

f (r)g =
r∑
i=0

(
r
i

)
(−1)i

[
fg(i)

](r−i)
(1.50)

Primer 1.4.5. ([31], str.29)

δ(r)g =
r∑
i=0

(
r
i

)
(−1)i

[
δg(i)

](r−i)

=
r∑
i=0

(
r
i

)
(−1)ig(i) (0) δ(r−i) (1.51)

Ako g = xs, togax (xs)(i) |x=0 ḱe bide razliqno od nula samo
za i = s i pritoa (xs)(s) = s! od kade so zamena vo (1.51) se
dobiva:

δ(r)xs = xsδ(r) =

{
r!

(r−s)!(−1)(s)δ(r−s), 0 ≤ s ≤ r
0, s > r

2 (1.52)
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Teorema 1.4.4. ([52] str.49) So diferenciraǌeto na dis-
tribucii e opredelen linearen neprekinat funkcional Dk

vo D′(Rn).

Dokaz. Neka f i g se dve distribucii i ϕ e test funkcija.

〈
Dk (f + g) , ϕ

〉
=

〈
f + g, (−1)kDkϕ

〉
=

〈
f, (−1)kDkϕ

〉
+
〈
g, (−1)kDkϕ

〉
=

〈
Dkf, ϕ

〉
+
〈
Dkg, ϕ

〉
(1.53)

t.e.
Dk (f + g) = Dkf +Dkg (1.54)

Neka α ∈ C.〈
Dk (αf) , ϕ

〉
=
〈
αf, (−1)kDkϕ

〉
= α

〈
Dkf, ϕ

〉
=
〈
αDkf, ϕ

〉
(1.55)

t.e.

Dk (αf) = αDkf (1.56)

Od (1.54) i (1.56) sleduva deka Dk e linearen funkcional
vo D′.

Da poka�eme deka funkcionalot Dk e neprekinat. Neka
(fn)n∈N e niza od distribucii koja konvergira kon distribu-
cija f .〈

Dkfn, ϕ
〉

=
〈
fn, (−1)kDkϕ

〉
→
〈
f, (−1)kDkϕ

〉
=
〈
Dkf, ϕ

〉
(1.57)

Dobivame deka Dkfn → Dkf koga fn → f , t.e. funkcionalot Dk

e neprekinat. 2

Slednata teorema dava edna vrska pomeǵu distribuciite
i obiqnite funkcii.
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Teorema 1.4.5. Restrikcijata na distribucija f ∈ D′(Rn) na
ograniqeno otvoreno podmno�estvo od Rn e izvod od koneqen
red na neprekinata funkcija.

Dokazot mo�e da se vidi vo [22](str. 60).

1.5 Proizvod na distribucii

Operacijata proizvod na distribucii ne e definirana za
dve proizvolni distribucii. Proizvodot na distribucija
so glatka funkcija ne mo�e da se obopxti na dve proizvolni
distribucii.
Primer 1.5.1. Prethodno vidovme, soglasno praviloto za
proizvod na distribucija i glatka funkcija, deka va�i:

〈gδ, ϕ〉 = ϕ (0) g (0) (1.58)

1) Ako go obopxtime ova pravilo na dve proizvolni dis-
tribucii, zemajḱi g = δ ḱe imame:

〈
δ2, ϕ

〉
= ϕ (0) δ (0) =

{
∞, ϕ (0) 6= 0

0 · ∞ ϕ (0) = 0
(1.59)

xto znaqi, na ovoj naqin izrazot δ2 ne e definiran.

2) Ako zememe g (x) = 1
x , togax〈

1

x
δ, ϕ

〉
= ϕ (0) · 1

0
(1.60)

xto povtorno ne e definiran izraz. 2

Postojat i drugi primeri za proizvodi na distribucii
na koi vo D′ ne mo�e da im se dade znaqeǌe: H (x) δ (x), δ′ (x) δ (x),
x−pδ(r) (x) (qij specijalen sluqaj e x−1δ (x)) , lnp |x| δ(r) (x) za p =
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1, 2, .... i r = 0, 1, 2, .... se samo nekoi primeri za proizvod na
distribucii qij proizvod soglasno teorijata na distribu-
cii na Xvarc ne mo�e da se presmeta.

Pokraj ne postoeǌeto na nekoi proizvodi na distribucii,
drug problem e toa xto operacijata proizvod na distribu-
cii ne e asocijativna operacija.
Primer 1.5.2. Neka ϕ ∈ D(R).

〈
x−1x, ϕ

〉
=

∞∫
−∞

x−1 (xϕ (x)) dx

=

0∫
−∞

x−1 (xϕ (x)) dx+

∞∫
0

x−1 (xϕ (x)) dx

=

∞∫
0

x−1 (xϕ (x) + xϕ (−x)) dx

=

∞∫
0

(ϕ (x) + ϕ (−x)) dx

=

∞∫
−∞

ϕ (x) dx = 〈1, ϕ〉 (1.61)

xto znaqi x−1x = 1. Odovde(
x−1x

)
δ = 1δ = δ (1.62)

Od druga strana
x−1 (xδ) = x−10 = 0 (1.63)

od kade se gleda deka proizvodot na distribucii ne e aso-
cijativna operacija. 2
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1.6 Metod na regularizacija

Teorijata na distribucii, kako rezultat na svojstvata na
distribuciite i operaciite so niv, naxla golema primena
i vo naukata i vo tehnikata. So ovaa teorija e obopxten
poimot za funkcija, pri xto funkciite gi zadr�uvaat naj-
golem del od svoite svojstva koga gi razgleduvame od as-
pekt na distribucii. No i pokraj toa xto svoevremeno ovaa
teorija dala golem pridones vo naukata, sepak nabrgu bile
uvideni nekoi nejzini nedostatoci: najednostavnata neli-
nearna operacija, proizvod na dve distribucii, ne e defini-
rana za dve proizvolni distribucii (vidovme deka δ2 ne
mo�e da se presmeta vo prostorot od distribucii na Xvarc),
ponatamu, proizvodot na distribucii ne e asocijativna ope-
racija i ne sekogax e zadovoleno Lajbnicovoto pravilo za
diferenciraǌe na proizvod. No, primenata na distribucii
vo nelinearni sistemi barala i proizvodi na singularni
distribucii koi togax ne mo�ele da se presmetaat. Poradi
toa bile praveni obidi da se definira proizvod na dis-
tribucii na poxiroka klasa od distribucii, a koj ḱe bide
obopxtuvaǌe na postoeqkite proizvodi.

Eden od priodite koj e voveden so cel da se definira
proizvod na dve singularni distribucii e sekvencijalniot
priod (metod na regularizacija) koj se dol�i na Hirata-Ogata,
Mikusinski i Sikorski [33].

Definicija 1.6.1. δ - niza e niza od test funkcii (ϕn)n∈N vo
D (Rm) takva xto:

1. suppϕn ⊂ {x ∈ Rm ||x| ≤ αn }, pri xto lim
n→∞

αn = 0

2. lim
n→∞

∫
Rm

ϕn (x) dx = 1

Intuitivno, δ - niza e niza od test funkcii koja konver-
gira kon Dirak δ funkcijata.
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Slednata teorema, qij dokaz ḱe go izostavime, mo�e da se
vidi vo [22](str. 53).
Teorema 1.6.1. Neka f e proizvolna distribucija i ϕ e test
funkcija. Konvoluciskiot proizvod

(f ∗ ϕ) (x) = 〈f (y) , ϕ (x− y)〉 =

∫
Rn

f (y)ϕ (x− y) dy (1.64)

e C∞ - funkcija. 2

Ako f e proizvolna distribucija i (ϕn) e δ - niza, so
konvoluciskiot proizvod

fn (x) = (f ∗ ϕn) (x) = 〈f (y) , ϕn (x− y)〉 (1.65)

se dobiva niza od funkcii (fn) koja konvergira kon distribu-
cijata f . Spored prethodnata teorema, fn se C∞ - funkcii.
Site nizi koi konvergiraat kon ista distribucija gi pois-
tovetuvame i gi gledame kako edna klasa na ekvivalencija,
pa taka na sekoja distribucija f i pridru�uvame soodvetna
klasa na ekvivalencija. Nizata (fn) se vika regularizacija
na distribucijata f . Elementite na sekoja od klasite na
ekvivalencija gi vikame pretstavnici na soodvetnata dis-
tribucija f . Nekoi avtori, koristejḱi go ovoj priod, rabo-
tat so t.n. ’mre�a na regularizacija’ t.e. koristat δ - nizi
(ϕε)ε>0 definirani so:

ϕε =
1

ε
ϕ
(x
ε

)
(1.66)

kade ϕ e test funkcija.

Neka f i g se dve proizvolni distribucii, a fn = f ∗
ϕn i gn = g ∗ ϕn se nizi koi konvergiraat soodvetno kon
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distribuciite f i g (regularizacii na f i g). Dokolku
graniqnata vrednost lim

n→∞
(g ∗ ϕn) · (f ∗ ϕn) postoi i ne zavisi

od izborot na ϕn, so nejze e opredelen proizvodot na f i g
vo D′:

fg = lim
n→∞

(g ∗ ϕn) · (f ∗ ϕn) (1.67)

Regularizacijata dava rexenie za nekoi proizvodi na
distribucii.
Primer 1.6.1. ([5], str.34) Koristejḱi go priodot na regu-
larizacija se poka�uva deka vo D′(R) va�i:

1

x
· δ = −1

2
δ′ (1.68)

Pri dokazot na poslednoto ravenstvo zemena e δ - nizata
definirana so (1.66).

(δ ∗ ϕε) (x) = 〈δ (y) , ϕε (x− y)〉

=
1

ε

∞∫
−∞

δ (y)ϕ

(
x− y
ε

)
dy

=
1

ε
ϕ
(x
ε

)
= ϕε (x) (1.69)

Neka ψ e proizvolna test funkcija i
∨
ϕ (x) = ϕ (−x).〈(

1

x
∗ ϕε

)
· (δ ∗ ϕε) , ψ

〉
=

〈(
1

x
∗ ϕε

)
· ϕε, ψ

〉
=

〈(
1

x
∗ ϕε

)
, ϕεψ

〉
=

〈
1

x
,
∨
ϕε ∗ϕεψ

〉
(1.70)

Ḱe ja razvieme funkcijata ψ:

ψ (x) = ψ (0) + xψ′ (0) + x2η (x) (1.71)
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i ḱe go zamenime posledniot izraz vo (1.70):〈(
1

x
∗ ϕε

)
· (δ ∗ ϕε) , ψ

〉
= ψ (0)

〈
1

x
,
∨
ϕε ∗ ϕε

〉
+ ψ′ (0)

〈
1

x
,
∨
ϕε ∗ (xϕε)

〉
+

〈
1

x
,
∨
ϕε ∗

(
x2η
)
ϕε

〉
(1.72)

Prviot izraz od desnata strana vo poslednoto ravenstvo
te�i kon 0 koga ε→ 0 bidejḱi

∨
ϕε ∗ ϕε e parna funkcija.

Posledniot izraz isto taka te�i kon 0 koga ε→ 0 (spored
[34] i [28]).

Ostanuva da go razgledame vtoriot izraz.
Ḱe oznaqime

αε =
∨
ϕε ∗ (xϕε) (1.73)

od kade od ravenstvoto x (ϕ1 ∗ ϕ2) = (xϕ1)∗ϕ2 +ϕ1∗(xϕ2) sleduva

∨
αε = ϕε ∗

[
(−x)

∨
ϕε

]
= −x

(
ϕε ∗

∨
ϕε

)
+ (xϕε) ∗

∨
ϕε (1.74)

Odovde,

αε −
∨
αε = x

(
ϕε ∗

∨
ϕε

)
(1.75)

xto znaqi〈
1

x
, αε

〉
=

1

2

〈
1

x
, αε +

∨
αε

〉
+

1

2

〈
1

x
, αε −

∨
αε

〉
=

1

2

〈
1

x
, αε −

∨
αε

〉
(1.76)

bidejḱi αε +
∨
αε e parna funkcija.

Odovde sleduva deka〈
1

x
, αε

〉
=

1

2

〈
1

x
, x
(
ϕε ∗

∨
ϕε

)〉
=

1

2

∞∫
−∞

(
ϕε ∗

∨
ϕε

)
(x) dx =

1

2
(1.77)
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bidejḱi ϕε ∈ D(R) i
∞∫
−∞

ϕε (x) dx = 1.

Na kraj dobivame:

lim
ε→0

〈(
1

x
∗ ϕε

)
(δ ∗ ϕε) , ψ

〉
=

1

2
ψ′ (0) = −1

2

〈
δ′, ψ

〉
(1.78)

za sekoe ψ ∈ D(R) xto znaqi

lim
ε→0

(
1

x
∗ ϕε

)
(δ ∗ ϕε) = −1

2
δ′ (1.79)

a ova pak znaqi deka so priodot na regularizacija vo D′(R)
va�i:

1

x
· δ = −1

2
δ′ 2 (1.80)

No, i sekvencijalniot priod ne dava kompletno rexenie
na problemot so proizvod na distribucii.

Primer 1.6.2. ([5], str.33) Da go pobarame proizvodot δ2 so
metodot na regularizacija.

Ḱe ja zememe δ - nizata definirana so (1.66).
Vo prethodniot primer vidovme deka

(δ ∗ ϕε) (x) = ϕε (x) (1.81)

Neka ψ e proizvolna test funkcija.

〈
(δ ∗ ϕε)2, ψ

〉
=

1

ε2

∞∫
−∞

[
ϕ
(x
ε

)]2
ψ (x) dx (1.82)

Ako izbereme ψ (x) = 1 so nosaq [−l, l], vo posledniot integral
ḱe imame:

〈
(δ ∗ ϕε)2, ψ

〉
=

1

ε2

l∫
−l

[
ϕ
(x
ε

)]2
dx =

1

ε

l/ε∫
−l/ε

[ϕ (t)]2dt (1.83)
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Poslednoto ravenstvo treba da va�i za proizvolna test funk-
cija ϕ. Ako ϕ e takva da

∞∫
−∞

[ϕ (x)]2dx 6= 0 (1.84)

i ε→ 0, integralot vo ravenstvoto (1.83) ḱe te�i kon beskoneq-
nost.

Spored toa, proizvodot δ2 ne mo�e da se presmeta nitu
so priodot na regularizacija. 2
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Glava 2

Kolomboova teorija na obopxteni funkcii

So cel nadminuvaǌe na problemot so proizvod na distribu-
cii, poveḱe avtori se obiduvale da konstruiraat komuta-
tivna i asocijativna algebra (A (Ω) ,+, ◦), kade Ω e otvoreno
mno�estvo vo Rn, koja xto gi zadovoluva slednite svojstva:

1) Prostorot D′ (Ω) od distribucii nad Ω so linearno
preslikuvaǌe e vgraden vo A (Ω) i f (x) ≡ 1 e edineqen element
vo A (Ω);

2) Postojat operatori na diferenciraǌe ∂i : A (Ω)→ A (Ω),
i = 1, 2, ..., n, koi se linearni i go zadovoluvaat praviloto na
Lajbnic za diferenciraǌe na proizvod:

∂i (f · g) = (∂if) · g + f · (∂ig) za f, g ∈ A

3) ∂i|D′(Ω), i = 1, 2, ..., n, e voobiqaeniot parcijalen izvod (go
obopxtuva diferenciraǌeto na distribucii);

4) ◦|C(Ω)×C(Ω) e voobiqaeniot proizvod na neprekinati funk-
cii.
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2.1 Nevozmo�niot rezultat na Xvarc

Xvarc vo svojot trud [45] dal eden kontraprimer, poznat
kako ’nevozmo�niot rezultat na Xvarc’ (Schwartz impossibility
result) so koj poka�al deka ne mo�e da se konstruira algebra
xto ḱe gi zadovoluva site prethodno navedeni uslovi.

Vo primerot (koj mo�e da se vidi i vo [5], str.46) se raz-
gledani funkciite f (x) = x i g (x) = |x|. So diferenciraǌe
na klasiqniot proizvod na ovie dve funkcii, se dobiva:

∂ (x |x|) =

{
2x, x > 0
−2x, x < 0

= 2 |x| (2.1)

t.e.

∂2 (x |x|) = 2∂ (|x|) (2.2)

Da go razgledame sega proizvodot na dvete funkcii vo al-
gebrata A so pogore navedenite svojstva. Za da gi razliku-
vame dvata proizvoda, klasiqniot proizvod na dve funkcii
(distribucii) f i g ḱe go oznaqime so fg, a noviot proizvod
(proizvodot vo A) ḱe go oznaqime so f · g.

So diferenciraǌe na proizvodot na istite funkcii gle-
dani kako distribucii vo A, ḱe imame:

∂ (x · |x|) = |x|+ x · ∂ (|x|) (2.3)

∂2 (x · |x|) = 2∂ (|x|) + x · ∂2 (|x|) (2.4)

t.e.

∂2 (x · |x|) = 2∂ (|x|) + 2x · δ (2.5)
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Poslednoto ravenstvo e ispolneto bidejḱi soglasno teori-
jata na distribucii (Primer 1.4.2) va�i:

∂2 (|x|) = 2δ (2.6)

Dokolku operatorot na diferenciraǌe vo A go obopxtuva
diferenciraǌeto vo D′, togax (2.2) i (2.5) treba da bidat
isti, od kade sleduva deka vo A treba da va�i:

x · δ = 0 (2.7)

Istoto ravenstvo, xδ (x) = 0, spored klasiqnata teorija
na distribucii va�i vo D′.

Do suxtinskiot zakluqok Xvarc doxol so pomox na sled-
nata teorema.

Teorema 2.1.1. ([5], str.47) Neka e dadena asocijativna al-
gebra A i linearen operator na diferenciraǌe ∂ : A → A
koj go zadovoluva Lajbnicovoto pravilo za diferenciraǌe
na proizvod.

• Da pretpostavime deka funkciite: 1, x, x (ln |x| − 1) i
x2 (ln |x| − 1) se elementi na A;

• funkcijata 1 e neutralen element vo A;

• za operacijata proizvod vo A va�i:

x (ln |x| − 1) · x = x2 (ln |x| − 1) (2.8)

• operatorot ∂ go obopxtuva klasiqnoto diferenciraǌe
na funkcii.

Togax x · δ = 0⇒ δ = 0.
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Dokaz. Ḱe poka�eme deka ∂2 [x (ln |x| − 1)] · x = 1

∂ [(x (ln |x| − 1))x] = ∂ [x (ln |x| − 1)] · x+ x (ln |x| − 1) ∂x (2.9)

∂2 [(x (ln |x| − 1))x] = ∂2 [x (ln |x| − 1)] · x+ ∂ [x (ln |x| − 1)] · ∂x
+ ∂ [x (ln |x| − 1)] ∂x+ x (ln |x| − 1) ∂2x (2.10)

od kade

∂2 [x (ln |x| − 1)] · x = ∂2 [(x (ln |x| − 1))x]− 2 · ∂ [x (ln |x| − 1)] · ∂x
− x (ln |x| − 1) ∂2x (2.11)

Imajḱi go vo predvid posledniot uslov vo teoremata, t.e.
operatorot ∂ go obopxtuva klasiqniot izvod na funkcija,
kako i relacijata (2.8), se dobiva:

∂2 [x (ln |x| − 1)] · x = ∂2
[
x2 (ln |x| − 1)

]
− 2 · ∂ [x (ln |x| − 1)] (2.12)

Od druga strana, imajḱi povtorno vo predvid deka dade-
niot operator na diferenciraǌe go obopxtuva klasiqnoto
diferenciraǌe na funkcii, ḱe va�i:

∂
[
x2 (ln |x| − 1)

]
= 2x (ln |x| − 1) + x (2.13)

od kade

∂2
[
x2 (ln |x| − 1)

]
= 2∂ [x (ln |x| − 1)] + 1 (2.14)

Zamenuvajḱi (2.14) vo (2.12) se dobiva:

∂2 [x (ln |x| − 1)] · x = 1 (2.15)
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Ako go oznaqime elementot ∂2 [x (ln |x| − 1)] so x−1 ∈ A kade A e
asocijativna algebra i ako x · δ = 0, togax:

0 = x−1 (x · δ) =
(
x−1 · x

)
· δ = 1 · δ = δ (2.16)

Dobivme: x · δ = 0 ⇒ δ = 0 xto bi znaqelo deka ako postoi
algebra so navedenite svojstva nejzin element nema da bide
Dirak δ distribucijata, xto pak ḱe znaqi deka algebrata A,
koja se konstruira so cel da se definira proizvod na dis-
tribucii, nema da go sodr�i prostorot na distribucii D′
(qij element e Dirak δ distribucijata).

Od druga strana pak, ako algebrata A ja sodr�i Dirak δ
- distribucijata, togax ovaa distribucija nema da ja zado-
voluva relacijata x · δ = 0 vo odnos na operacijata proizvod
vo algebrata A, a toa bi znaqelo deka na ovoj naqin ne se
obopxtuvaat postoeqkite proizvodi na distribucii.

Ovoj primer poka�uva deka ne mo�e da se konstruira al-
gebra so svojstvata navedeni na poqetokot od ova poglavje.

2.2 Konstrukcija na algebra na Kolombo

Nemo�nosta da se definira proizvod na proizvolni dis-
tribucii ja nametnala potrebata od nova teorija na obop-
xteni funkcii koja ḱe dade rexenie na postoeqkite prob-
lemi. Takva teorija razvil francuskiot matematiqar Ko-
lombo (Jean - Francois Colombeau) vo 1980-tite godini, koja za
sega dava optimalno rexenie za problemite so proizvod na
distribucii. Kolombo konstruiral algebra za koja xto
C (Ω) (neprekinati funkcii na Ω) vo uslovot 4) na poqetokot
od ova poglavje, go zamenil so C∞ (Ω), t.e. va�i:

4’) ◦|C∞(Ω)×C∞(Ω) e voobiqaeniot proizvod od funkcii.
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Kolombo vo svoite knigi [5, 6, 7] go opixuva proble-
mot za proizvod na distribucii i ja voveduva diferenci-
jalnata algebra od obopxteni funkcii G, koja podocna e
nareqena Kolomboova algebra, so xto postavil edna nova
teorija na obopxteni funkcii. Toj vovel nekolku vari-
janti na Kolomboovi algebri, no site so istoto svojstvo
da mno�estvoto od C∞ funkcii e podalgebra od G, nexto
xto Kolombo go sogledal kako suxtinsko za nadminuvaǌe
na ’nevozmo�niot rezultat’ na Xvarc. Ovaa nova teorija na
obopxteni funkcii na Kolombo e poxiroka od teorijata na
distribucii. Istata ovozmo�uva istovremeno da se spra-
vime so problemot za neprekinatost, problemot so diferen-
ciraǌe i so nelinearnite problemi.

Vo prodol�enie ḱe ja dademe idejata koja dovela do kon-
strukcija na ovie algebri, kako i osnovnite definicii i
oznaki koi se koristat vo Kolomboovata teorija na obop-
xteni funkcii.

Kolombo voden od potrebata za matematiqka teorija koja
ḱe gi potkrepi intuitivnite presmetki vo kvantnata fizika,
vo koja operaciite ḱe bidat vo soglasnost so eksperimental-
nite rezultati, se obidel da konstruira algebra od obopxt-
eni funkcii koja ḱe go sodr�i prostorot D′ od distribucii
na Xvarc i pri toa proizvodot na dve distribucii f i g ḱe
bide distribucija koja test funkcijata ϕ ja preslikuva na
sledniot naqin:

ϕ→ 〈f, ϕ〉 · 〈g, ϕ〉 (2.17)

No, ovoj proizvod nema da go obopxtuva proizvodot na
C∞ - funkciite bidejḱi vo opxt sluqaj ako f i g se C∞ -
funkcii i ϕ e test funkcija∫

f (x)ϕ (x) dx ·
∫
g (x)ϕ (x) dx 6=

∫
f (x)g (x)ϕ (x) dx (2.18)
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od kade se javila idejata za algebarska konstrukcija vo koja
xto ḱe va�i ravenstvo vo (2.18), t.e razlikata vo ova ne-
ravenstvo ḱe isqezne.

Neka D (Rn) e prostorot od site C∞ -funkcii ϕ : Rn → C
so kompakten nosaq.

Za q ∈ N0 definirani se mno�estva od test funkcii Aq na
sledniot naqin:

A0 (Rn) =

ϕ (x) ∈ D (Rn)

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

ϕ (x) dx = 1


Aq (Rn) =

ϕ (x) ∈ D (Rn)

∣∣∣∣∣∣
∫
Rn

ϕ (x) dx = 1,

∫
Rn

xjϕ (x) dx = 0; 1 ≤ |j| ≤ q


za q ≥ 1, kade x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn; j = (j1, j2, ..., jn) ∈ Nn;
|j| = j1 + j2 + ...+ jn i xj = (x1)j1(x2)j2 · · · (xn)jn.

Oqigledno e deka A0 ⊃ A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ Aq ⊃ · · ·.

Teorema 2.2.1. ([6], str.7) Mno�estvata Aq, za q = 1, 2, ... se
neprazni mno�estva.

Dokaz. Ḱe go poka�eme tvrdeǌeto za n = 1. Neka ψ ∈ D (R),
ψ 6= 0, suppψ ⊆ [−l, l] i neka

∫
R

ψ (x) dx = 1.

Neka φ1 = ψ + α1ψ
′ za α1 ∈ C koe ḱe go opredelime taka da

φ1 ∈ A1.
So parcijalna integracija se dobiva:∫

R

xψ′ (x) dx = −
∫
R

ψ (x) dx = −1 (2.19)
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α1 go birame taka da va�i∫
R

xφ1 (x) dx = 0 (2.20)

t.e. ∫
R

xψ (x) dx+α1

∫
R

xψ′ (x) dx = 0 (2.21)

od kade so primena na (2.19) se dobiva

α1 =

∫
R

xψ (x) dx (2.22)

Neka sega φ2 = φ1 + α2ψ
′′ pri xto α2 ∈ C go birame taka da

φ2 ∈ A2.
Prvo, ∫

R

xφ2 (x) dx =

∫
R

xφ1 (x) dx+ α2

∫
R

xψ′′ (x) dx

= 0 + α2

−∫
R

ψ′ (x) dx

 = 0 (2.23)

od kade sleduva deka φ2 ∈ A1.
Ponatamu,∫

R

x2φ2 (x) dx =

∫
R

x2φ1 (x) dx+ α2

∫
R

x2ψ′′ (x) dx (2.24)

∫
R

x2ψ′′ (x) dx = −2

∫
R

xψ′ (x) dx = 2 (2.25)

zaradi (2.19).
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Za da va�i
∫
R

x2φ2 (x) dx = 0 t.e. φ2 ∈ A2 dobivame deka

α2 = −1

2

∫
R

x2φ1 (x) dx (2.26)

So indukcija se poka�uva deka za sekoe q postoi αq ∈ C taka
xto φq = φq−1 + αqψ

(q) e element na mno�estvoto Aq.

Vo sluqaj koga n > 1 ja razgleduvame funkcijata

Ψ (x1, x2, ..., xn) = ψ (x1)ψ (x2) · · · ψ (x2) (2.27)

Postoeǌeto na ovie funkcii vo ednodimenzionalen sluqaj go
poka�avme, od kade sleduva postoeǌeto na funkcijata Ψ ∈ Aq
vo n-dimenzionalen sluqaj. 2

Primer 2.2.1. Funkcijata

f (x) =

{
e
− 1

1−x2 , |x| < 1
0, |x| ≥ 1

(2.28)

e glatka funkcija so kompakten nosaq (suppf = [−1, 1]), t.e.
f ∈ D (R). Da oznaqime:

c (f) =

∞∫
−∞

f (x) dx =

1∫
−1

e
− 1

1−x2 dx (2.29)

Funkcijata

ψ (x) =
1

c (f)
· f (x) =

{
1
c(f) · e

− 1
1−x2 , |x| < 1

0, |x| ≥ 1
(2.30)

ḱe bide isto taka glatka funkcija so kompakten nosaq, t.e.

ψ ∈ D (R), ψ 6= 0 i pri toa ḱe va�i
∞∫
−∞

ψ (x) dx = 1. Ova znaqi
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deka ψ ∈ A0 (R).

Da konstruirame funkcija φ1 = ψ+α1ψ
′, taka xto ḱe va�i

φ1 ∈ A1. Spored prethodnata teorema,

α1 =

∞∫
−∞

xψ (x) dx =
1

c (f)

1∫
−1

xe
− 1

1−x2 dx = 0 (2.31)

Vrednosta na posledniot integral e nula bidejḱi funkci-

jata xe−
1

1−x2 e neparna funkcija za koja integralot
1∫
0

xe
− 1

1−x2 dx

ima koneqna vrednost. Ova znaqi deka φ1 = ψ ∈ A1 (R).
Da ja konstruirame funkcijata φ2 = φ1 + α2ψ

′′ taka xto
φ2 ∈ A2. Soglasno prethodnata teorema,

α2 = −1

2

∞∫
−∞

x2φ1 (x) dx = − 1

2c (f)

1∫
−1

x2e
− 1

1−x2 dx (2.32)

Integralot vo poslednoto ravenstvo ima vrednost razliqna
od nula, xto znaqi deka i α2 6= 0, pa za funkcijata

φ2 (x) = ψ (x) + α2ψ
′′ (x) (2.33)

=
1

c (f)
· f (x) +

α2

c (f)
· f ′′ (x) (2.34)

ḱe va�i φ2 ∈ A2. 2

Povtoruvajḱi gi qekorite od dokazot na Teorema 2.2.1, so
indukcija isto taka se poka�uva deka∫

R

xiψ(j) (x) dx = 0, i < j (2.35)
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i ∫
R

xiψ(j) (x) dx 6= 0, i = j (2.36)

Ponatamu, za ϕ ∈ Aq (Rn) i ε > 0 se koristat oznakite:

ϕε (x) =
1

εn
ϕ
(x
ε

)
(2.37)

i
∨
ϕ(x) = ϕ (−x) (2.38)

Sakajḱi da dobie algebra koja ḱe go sodr�i prostorot od
distribucii i qii elementi ḱe mo�e da bidat pomno�eni i
diferencirani isto kako i C∞ - funkciite, Kolombo poqnal
so E (Rn), algebra od funkcii f (ϕ, x) : A0 (Rn)×Rn → C koi se
beskoneqno mnogu pati diferencijabilni vo odnos na vtorata
promenliva x (za sekoe fiksirano ϕ). E (Rn) e linearen vek-
torski prostor so standardnite operacii proizvod na funk-
cii i proizvod na funkcija so skalar.

Prostorot C∞ (Rn) ḱe bide podalgebra od E (Rn) i toa e
ona podmno�estvo od funkcii vo E (Rn) koi ne zavisat od ϕ.

Neka

∂ =
∂|k|

∂x1
k1 · · · ∂xnkn

(2.39)

e operator na diferenciraǌe vo E (Rn), vo odnos na promen-
livata x, pri fiksno ϕ. Od definicijata na funkciite f vo
E (Rn) (beskoneqno mnogu pati diferencijabilni vo odnos na
x) sleduva deka ∂f ḱe bide funkcija vo E (Rn) i Lajbnicovoto
pravilo za diferenciraǌe na proizvod ḱe va�i.

So EM [Rn] e oznaqena podalgebra od algebrata E (Rn), so
elementi takvi xto za sekoe kompaktno podmno�estvo K od

40



Rn i proizvolno p ∈ N0 postoi q ∈ N taka xto, za sekoe
ϕ ∈ Aq (R) i c > 0, η > 0 va�i:

sup
x∈K
|∂pf (ϕε, x)| ≤ cε−q (2.40)

za 0 < ε < η. So drugi zborovi, EM [Rn] gi sodr�i funkciite
od E (Rn) qii izvodi se ograniqeni na kompaktni mno�estva
so stepeni od ε so negativen eksponent. C∞ - funkciite se
sodr�at vo EM [Rn].

Primer 2.2.2. ([6], str.10) Neka f (ϕ, x) = ϕ (−x). Od svoj-
stvata na test funkciite ϕ sleduva deka f ∈ E (Rn).

f (ϕε, x) =
1

εn
ϕ
(
−x
ε

)
od kade povtorno od svojstvata na test funkciite sleduva
f ∈ EM [Rn].

Neka sega g (ϕ, x) = eϕ(−x). g ∈ E (Rn).

g (ϕε, x) = e
1
εn
ϕ(−x

ε )

Ako ϕ go izbereme taka da ϕ (0) = 1, togax

g (ϕε, 0) = e
1
εn

od kade g /∈ EM [Rn]. 2

Da zememe funkcija f ∈ C (Rn) (neprekinata funkcija). Na
f i pridru�uvame funkcija F so domen A0 ×Rn na sledniot
naqin:

F (ϕ, x) =

∫
Rn

f (y)ϕ (y − x) dy =

∫
Rn

f (x+ t)ϕ (t) dt (2.41)
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Bidejḱi ϕ e C∞ - funkcija so kompakten nosaq i F ḱe bide
C∞ - funkcija (soglasno Teorema 1.6.1) vo odnos na x, pri
fiksno ϕ, t.e. F ∈ E (Rn). Od (2.41)

F (ϕε, x) =
1

εn

∫
Rn

f (y)ϕ

(
y − x
ε

)
dy =

∫
Rn

f (x+ εt)ϕ (t) dt (2.42)

∂kF (ϕε, x) =

(
−1

ε

)k
· 1

εn

∫
Rn

f (y) (∂kϕ)

(
y − x
ε

)
dy

=

(
−1

ε

)k ∫
Rn

f (x+ εt) (∂kϕ) (t) dt (2.43)

Za fiksno ϕ integriraǌeto se vrxi na kompaktni mno-
�estva pa spored toa F ∈ EM [Rn].

So ravenstvoto (2.41) e defninirano linearno presliku-
vaǌe F : C (Rn)→ EM [Rn]. Od (2.42) sleduva deka

F (ϕε, x)→ f (x) koga ε→ 0

Pokraj toa, F = 0 ⇒ f = 0, xto znaqi preslikuvaǌeto (2.41)
e injektivno.

So preslikuvaǌeto (2.41) prostorot od neprekinati funk-
cii C(Rn) e vgraden vo algebrata EM [Rn].

Pritoa, C(Rn) ne e podalgebra od EM [Rn] bidejḱi vo opxt
sluqaj, duri i koga f, g ∈ C∞(Rn)

∫
Rn

f (x+ εt)ϕ (t) dt ·
∫
Rn

g (x+ εt)ϕ (t) dt

6=
∫
Rn

f (x+ εt) g (x+ εt)ϕ (t) dt (2.44)
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Od pogore iznesenoto vidovme deka prostorot C∞(Rn) se
sodr�i vo EM [Rn] na naqin xto C∞ - funkciite f(x) se onie
funkcii f(ϕ, x) koi ne zavisat od ϕ.

Od druga strana, prostorot od neprekinati funkcii C(Rn)
go vgradivme vo EM [Rn] so relacijata (2.41), a bidejḱi va�i
C∞ (Rn) ⊂ C (Rn), so relacijata (2.41) isto taka i C∞ (Rn)se
vgraduva vo EM [Rn].

Ovie dve vgraduvaǌa na C∞ (Rn) vo EM [Rn] se razlikuvaat
bidejḱi vo opxt sluqaj za ε > 0

f (x) 6=
∫
Rn

f (x+ εt)ϕ (t) dt (2.45)

Idejata odovde e da se najde ideal so koj ḱe se postigne da
ovaa razlika isqezne.

Definicija 2.2.1. Nula funkcii ili zanemarlivi funkcii se
vikaat funkciite f (ϕ, x) vo EM [Rn] takvi xto za sekoe kom-
paktno podmno�estvo K od Rn i proizvolno p ∈ N0 postoi
q ∈ N taka xto za sekoe r ≥ q i sekoe ϕ ∈ Ar (R) i c > 0, η > 0
va�i:

sup
x∈K
|∂pf (ϕε, x)| ≤ cεr−q (2.46)

kade 0 < ε < η.

Mno�estvoto od nula funkcii vo EM [Rn] ḱe go oznaquvame
so I [Rn].

Ako F ∈ I [Rn], a G ∈ EM [Rn], proizvodot F ·G ḱe bide isto
taka nula funkcija, t.e. F ·G ∈ I [Rn] xto znaqi I [Rn] e ideal
vo EM [Rn].

Da zememe funkcija f ∈ C∞ (Rn). Neka

F (ϕ, x) = f (x)−
∫
Rn

f (x+ t)ϕ (t) dt (2.47)
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t.e.

F (ϕε, x) = f (x)−
∫
Rn

f (x+ εt)ϕ (t) dt

= −
∫
Rn

[f (x+ εt)− f (x)]ϕ (t) dt (2.48)

Dokolku se razvie razlikata vo posledniot integral vo
Tajlorov red i se zemat vo predvid svojstvata na test funkci-
ite ϕ kako elementi na mno�estva Aq, q ∈ N0, oqigledno e
deka F (ϕε, x) ḱe te�i kon nula pobrzo od bilo koj stepen na
ε, ramnomerno na kompaktni mno�estva i po site izvodi.
Ova znaqi deka F (ϕε, x) ∈ I [Rn].

Na ovoj naqin razlikata vo (2.45) isqeznuva vo faktor
algebrata

EM [Rn]

I [Rn]

Definicija 2.2.2. Obopxteni funkcii vo Kolomboovata teo-
rija se elementite na faktor algebrata

G ≡ G (Rn) =
EM [Rn]

I [Rn]
(2.49)

So drugi zborovi, definirana e relacija na ekvivalen-
cija ’∼’ vo EM [Rn] na sledniot naqin:

F1 ∼ F2 ⇔ F1 − F2 ∈ I [Rn] (2.50)

pa taka obopxtenite funkcii vo Kolomboovata teorija se
klasi na ekvivalencija od glatki funkcii, koi klasi se opre-
deleni so (2.50). Spored toa, ako F e proizvolen element od
G, a ∂ e operator na diferenciraǌe, ∂F ḱe bide isto taka
element od G i pri toa ḱe va�i Lajbnicovoto pravilo za
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diferenciraǌe na proizvod. Uxte poveḱe, za neprekinatite
funkcii vo G ḱe postojat parcijalni izvodi od proizvolen
red.

Za ovie funkcii ponatamu ḱe go koristime terminot novi
obopxteni funkcii ili Kolomboovi obopxteni funkcii, so
cel da se izbegne dvosmislenost, odnosno istite da ne se
poistovetuvaat so obopxtenite funkcii (distribucii) defi-
nirani vo teorijata na distribucii na Xvarc.

2.3 Vgraduvaǌe na prostorite C∞(Rn), C(Rn) iD′(Rn)
vo Kolomboovata algebra G(Rn)

1) Ako f ∈ C∞(Rn) od samata konstrukcija na algebrata G
sleduva deka

F1 (ϕ, x) = f (x) (2.51)

i
F2 (ϕ, x) =

∫
Rn

f (x+ t)ϕ (t) dt (2.52)

ḱe bidat eden ist element vo G. Znaqi, vgraduvaǌeto na
C∞(Rn) funkciite vo G(Rn) e identitet:

f → f̃ (ϕ, x) ∈ G(Rn) (2.53)

kade f̃ (ϕ, x) = f (x), ϕ ∈ A0 i x ∈ Rn.
Pokraj toa, C∞(Rn) ḱe bide podalgebra od G(Rn).

2) Vgraduvaǌeto na neprekinatite funkcii vo Kolomboo-
vata algebra G(Rn) e definirano so preslikuvaǌeto (2.42):

f → f̃ (ϕ, x) =

∫
Rn

f (y)ϕ (y − x) dy =

∫
Rn

f (x+ y)ϕ (y) dy
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kade ϕ ∈ A0 i x ∈ Rn. So ova preslikuvaǌe vsuxnost na funk-
cijata f ∈ C(Rn) i e pridru�ena klasa na ekvivalencija na
elementi od EM [Rn]. Funkcijata f i elementite od nejzinata
klasa na ekvivalencija, t.e. vrednostite f(x) i soodvetno
f̃(ϕ, x), vo opxt sluqaj ne se ednakvi.

C(Rn) ne e podalgebra od G(Rn), xto mo�e da se vidi od
sledniot primer.

Primer 2.3.1. Da gi razgledame funkciite

f1 (x) =

{
x, x ≥ 0
0 x < 0

(2.54)

i

f2 (x) =

{
x, x ≤ 0
0 x > 0

(2.55)

Klasiqniot proizvod na ovie dve neprekinati funkcii e
f1f2 = 0. Nivniot proizvod kako elementi na G e klasata
na funkcijata

F (ϕε, x) =

∞∫
−∞

f1 (x+ εt)ϕ (t) dt ·
∞∫
−∞

f2 (x+ εt)ϕ (t) dt (2.56)

Za x = 0 imame:

F (ϕε, 0) =

∞∫
0

εtϕ (t) dt ·
0∫

−∞

εtϕ (t) dt = ε2

∞∫
−∞

tϕ (t) dt (2.57)

od kade spored (2.36) sleduva deka

F (ϕε, 0) 6= 0 (2.58)

xto znaqi C(R) ne e podalgebra od G(R). 2

Ova nesovpaǵaǌe na dvata proizvoda ḱe bide nadminato
so voveduvaǌe na poimot ’asociraǌe vo G’.
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3) Vgraduvaǌeto na prostorot od distribucii D′ (Rn) vo
Kolomboovata algebra G (Rn) se pravi so preslikuvaǌeto

f → f̃ (ϕ, x) =

(
f ∗

∨
ϕ

)
(x)

= 〈f (y) , ϕ (y − x)〉

=

∫
Rn

f (y)ϕ (y − x)dy (2.59)

kade ϕ ∈ A0.
Da zabele�ime deka vgraduvaǌeto na distribuciite vo

Kolomboovata algebra e obopxtuvaǌe na vgraduvaǌeto na
neprekinatite funkcii vo istata algebra.

Teorema 2.3.1. ([5], str.61) Ako f ∈ D′(Rn) togax f̃ (ϕε, x) ∈
EM [Rn].

Dokaz. Od Teorema 1.6.1 sleduva deka f̃ (ϕε, x) e C∞- funkcija.
Ponatamu, ḱe ja primenime Teorema 1.4.5 spored koja za

distribucija f va�i f = ∂pg, kade ∂pg e izvod od koneqen red
p na neprekinata funkcija g.

f̃ (ϕε, x) = 〈f (y) , ϕε (y − x)〉
= 〈∂pg (y) , ϕε (y − x)〉
= (−1)p 〈g (y) , ∂pϕε (y − x)〉

= (−1)p
1

εn

∫
Rn

g (y) ∂pϕ

(
y − x
ε

)
dy

= (−1)p
∫
Rn

g (x+ εt)
1

εp
∂pϕ (t) dt (2.60)

Odovde, ∣∣∣f̃ (ϕε, x)
∣∣∣ ≤ 1

εp

∫
Rn

|g (x+ εt)| |∂pϕ (t)| dt ≤ cε−p (2.61)
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xto znaqi f̃ (ϕε, x) ∈ EM [Rn]. 2

Teorema 2.3.2. ([5], str.64) Preslikuvaǌeto (2.59) so koe
distribuciite se vgraduvaat vo Kolomboovata algebra e in-
jektivno.

Dokaz. Ḱe poka�eme deka ako f̃ (ϕ, x) = 0 ⇒ f = 0 za f ∈ D′,
ϕ ∈ A0 i x ∈ Rn.

f̃ (ϕ, x) = 0⇔ 〈f (y) , ϕ (y − x)〉 = 0 ∀ (ϕ, x) ∈ A1 ×Rn

⇔ 〈f (y) , ψ (y − x)〉 = 0 ∀ψ ∈ D (Rn)
∫
ψ (x) dx = 1

⇔ f = 0 2

So preslikuvaǌeto (2.59) na proizvolna distribucija f

i pridru�uvame klasa na ekvivalencija f̃ ∈ G (Kolomboova
obopxtena funkcija) na element fε ∈ EM koj go vikame pret-
stavnik na distribucijata f . Operaciite proizvod i dife-
renciraǌe na obopxteni funkcii se izvrxuvaat na proiz-
volen pretstavnik od klasata na soodvetnata obopxtena funk-
cija, koj vsuxnost e C∞- funkcija. Pritoa, rezultatite ne
zavisat od izbraniot pretstavnik.

Na ovoj naqin se nadminuvaat problemite koi se javu-
vaat kaj funkciite so prekin, problemite so diferenci-
raǌe, no i mnogu nelinearni problemi. Vgraduvajḱi gi
soodvetnite funkcii, odnosno distribucii vo Kolomboova
algebra, nie ponatamu operirame so C∞- funkcii, bidejḱi
pretstavnicite od klasata na na sekoja od razgleduvanite
funkcii, odnosno distribucii, se C∞- funkcii.

Od ovde jasno e deka ako ∂ e operator na diferenciraǌe
vo G i f̃ e Kolomboova obopxtena funkcija qii pretstavnici
se elementite od klasata na funkcija fε ∈ EM , togax ∂f̃ ḱe
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bide isto taka Kolomboova obopxtena funkcija qii pret-
stavnici ḱe bidat elementite od klasata na ∂fε. Lajbnico-
voto pravilo za diferenciraǌe na proizvod vo G isto taka
ḱe va�i so ogled na toa deka diferencirame proizvolni
pretstavnici (glatki funkcii).

Primer 2.3.2. Pretstavnicite na Dirak- δ distribucijata
vo G(R) ḱe bidat elementite od klasata na funkcijata

∼
δ (ϕ, x) = 〈δ (y) , ϕ (y − x)〉 = ϕ (−x) (2.62)

t.e.

∼
δ (ϕε, x) =

1

ε
ϕ
(
−x
ε

)
(2.63)

Pretstavnicite na δ2 ḱe bidat elementite od klasata na
[ϕ (−x)]2, t.e.

∼
δ2 (ϕε, x) =

1

ε2

[
ϕ
(
−x
ε

)]2
2 (2.64)

2.4 Konceptot na slabo ravenstvo vo G(Rn)

Vidovme deka xδ (x) = 0 vo D′. Ova ravenstvo vo G ne va�i.
Imeno, vo G

x · δ (x) =
∼
f (ϕ, x) = xϕ (−x) (2.65)

kade ϕ ∈ A0, xto znaqi
∼
f (ϕ, x) vo opxt sluqaj e razliqno od

nula koga x 6= 0.
No,

∼
f (ϕε, x) =

x

ε
ϕ
(
−x
ε

)
(2.66)
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pa
∼
f (ϕε, x)→ 0 pri sekoe fiksno x, koga ε→ 0, poradi toa xto

ϕ e funkcija so kompakten nosaq.
Poradi ova, vo G e definiran konceptot na ’slabo’ raven-

stvo, koj se razlikuva od ravenstvoto vo D′. Vo prodol�enie
ḱe go vovedeme ovoj koncept.

So E0 ḱe go oznaqime mno�estvoto funkcii f : A0 → C.
So EM ḱe go oznaqime mno�estvoto od funkcii f od E0 za

koi xto postoi p ∈ N, t.x. za sekoe ϕ ∈ Ap postojat η > 0 i
c > 0 i pri toa va�i:

f (ϕε) ≤ cε−q (2.67)

kade 0 < ε < η.
So I0 ḱe go oznaqime idealot vo EM koj gi sodr�i funkci-

ite f ∈ E0 takvi xto za sekoe p ∈ N postoi q ∈ N takvo xto za
r > q i ϕ ∈ Ar postojat η > 0 i c > 0 i pri toa va�i:

f (ϕε) ≤ cεr−q (2.68)

kade 0 < ε < η.
Definirame faktor algebra

C =
EM
I0

(2.69)

qii elementi ḱe gi vikame obopxteni kompleksni broevi.

Mno�estvoto od kompleksni broevi C e vgradeno vo alge-
brata od obopxteni kompleksni broevi so preslikuvaǌeto:

z ∈ C→ z ∈ C kade z(ϕ) = z, za ϕ ∈ A0

Definicija 2.4.1. Za kompleksniot broj z ḱe reqeme deka e
asociran so obopxteniot kompleksen broj z ako postoi q ∈ N0

taka xto za site ϕ ∈ Aq va�i: lim
ε→0

z (ϕε) = z.
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Definicija 2.4.2. Neka F =
∼
f (ϕ, x) ∈ G(Rn). Vrednosta na

Kolomboovata obopxtena funkcija F vo toqkata x ∈ Rn se
definira na sledniot naqin:

F (x) = f (ϕ, x) ∈ C (2.70)

kade ϕ ∈ A0.

Vrednosta F (x) e dobro definirana: ako g e drug pret-
stavnik na Kolomboovata obopxtena funkcija, t.e. F =

∼
g (ϕ, x),

togax f − g ∈ I(Rn), od kade sleduva deka (f − g)(x) ∈ I0.
Ova znaqi deka vrednosta F (x) ne zavisi od izborot na

pretstavnikot na Kolomboovata obopxtena funkcija F .
Edna Kolomboova obopxtena funkcija mo�e da bide raz-

liqna od nula vo G, no nejzinata vrednost vo sekoja toqka
da bide ednakva na nula.

Teorema 2.4.1. ([6], str.39) Neka f ∈ C(Rn) e neprekinata
funkcija. Vrednosta na ovaa funkcija kako element na Kolom-
boovata algebra vo sekoja toqka x e asocirana so klasiqnata
vrednost f(x).

Dokaz. Soglasno praviloto za vgraduvaǌe na neprekinatite
funkcii vo G,

∼
f (ϕε, x) =

∫
Rn

f (x+ εt)ϕ (t) dt

pa so ogled na toa deka ϕ ∈ A0 e funkcija so kompakten nosaq

i f e neprekinata funkcija, lim
ε→0

∼
f (ϕε, x) = f (x) xto znaqi vred-

nosta
∼
f (ϕε, x) e asocirana so vrednosta f (x). 2

Definicija 2.4.3. Neka F =
∼
f (ϕε, x) e Kolomboova obopxtena

funkcija i K e kompaktno podmno�estvo od Rn. Obopxteniot
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kompleksen broj

h (ϕ) =

∫
K

f̃ (ϕ, x) dx (2.71)

se vika integral od funkcijata F po K i se oznaquva so∫
K

F (x) dx.

Definicijata e dobra bidejḱi integrirame C∞ - funkcija,
a vrednosta na integralot nema da zavisi od izborot na
pretstavnikot na F .
Teorema 2.4.2. Ako F =

∼
f (ϕ, x) e Kolomboova obopxtena funk-

cija koja soodvetstvuva na C∞ - funkcija f togax∫
K

F (x) dx =

∫
K

f (x) dx (2.72)

Dokazot e trivijalen, sleduva od faktot deka

F (x) =
∼
f (ϕ, x) = f (x)

.
Teorema 2.4.3. ([6], str.42) Ako Kolomboovata obopxtena
funkcija F soodvetstvuva na neprekinata funkcija f , togax
obopxteniot kompleksen broj h (ϕ) =

∫
K

f̃ (ϕ, x) dx e asociran na

kompleksniot broj
∫
K

f (x) dx.

Dokaz.

h (ϕε) =

∫
K

∼
f (ϕε, x) dx =

∫
K

∫
Rn

f (x+ εt)ϕ (t) dtdx (2.73)

lim
ε→0

∫
Rn

f (x+ εt)ϕ (t) dt = f (x) (2.74)

ostanuva lim
ε→0

h (ϕε) =
∫
K

f (x) dx so xto teoremata e doka�ana. 2
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Teorema 2.4.4. Ako ψ ∈ D(Rn) i T ∈ D′(Rn), togax∫
Rn

(ψ · T ) (x) dx = 〈T, ψ〉 ∈ C ⊂ C (2.75)

kade (ψ · T ) e proizvodot vo G(Rn).

Dokaz. [6], str. 52-54.
Poslednata teorema poka�uva deka i vo G(Rn) distribuci-

ite se ograniqeni linearni funkcionali od D(Rn) vo C i
uxte poveḱe, definicijata na novite (Kolomboovi) obopxt-
eni funkcii mo�e da se smeta za obopxtuvaǌe na defini-
cijata na distribuciite (t.e. na obopxtenite funkcii vo
teorijata na Xvarc).

Definicija 2.4.4. Ḱe reqeme deka Kolomboovata obopxtena
funkcija F ∈ G(Rn) e ednakva na nula vo smisla na slabo
ravenstvo vo G, ako za sekoja test funkcija ϕ ∈ D(Rn) va�i:∫

Rn

F (x)ϕ (x) dx = 0 (2.76)

Oznaquvame F ∼ 0.
Ḱe reqeme deka F1 i F2 ∈ G(Rn) se ednakvi vo smisla na

slabo ravenstvo vo G ako F1 − F2 ∼ 0. Oznaquvame F1 ∼ F2.

Da zabele�ime deka koga F ∈ D′ i F ∼ 0, togax

0 =

∫
Rn

F (x)ϕ (x) dx = 〈F,ϕ〉 (2.77)

od kade sleduva deka F = 0 vo D′.

So slednite dve definicii e dadeno znaqeǌeto na poimot
’asociraǌe’ vo G xto prestavuva obopxtuvaǌe na poimot za
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ednakvost na distribucii. Asociraǌeto vo G pretstavuva
isto taka koncept na slabo ravenstvo, no na nekoj naqin
’poslabo’ od ona dadeno so prethodnite dve definicii.
Definicija 2.4.5. Za obopxtenite funkcii F,G ∈ G (Rn) ve-
lime deka se asocirani (oznaquvame so F ≈ G) ako za proizvol-
ni pretstavnici f (ϕε, x) i g (ϕε, x) soodvetno i proizvolno
ψ (x) ∈ D (Rn) postoi q ∈ N0 taka xto za bilo koe ϕ (x) ∈ Aq (Rn)
va�i:

lim
ε→0+

∫
Rn

|f (ϕε, x)− g (ϕε, x)|ψ (x) dx = 0 (2.78)

Definicija 2.4.6. Za obopxtenata funkcija F ∈ G velime
deka ima asocirana distribucija u ∈ D′ (Rn) (oznaquvame so
F ≈ u) ako za proizvolen pretstavnik na taa obopxtena funk-
cija f (ϕε, x) i proizvolno ψ (x) ∈ D (Rn) postoi q ∈ N0 taka xto
za sekoe ϕ (x) ∈ Aq (Rn) va�i:

lim
ε→0+

∫
Rn

f (ϕε, x)ψ (x) dx = 〈u, ψ〉 (2.79)

Poinaku ka�ano, obopxtenata funkcija F ∈ G e asocirana
so distribucija u ∈ D′ (Rn) ako obopxteniot kompleksen broj∫
Rn

F (x)ψ (x) dx e asociran so kompleksniot broj
∫
Rn

u (x)ψ (x) dx =

〈u, ψ〉.
Dve obopxteni funkcii F i G se asocirani ako F − G e

asocirano so 0 ∈ D′.
Prethodnite definicii ne zavisat od elementot od klasa-

ta na ekvivalencija koj e izbran.
Od definiciite direktno sleduva deka sekoja distribu-

cija e asocirana samata na sebe.
Pokraj toa, ako za F ∈ G postoi asocirana distribucija,

taa e edinstvena. Navistina, ako F ∈ G e asocirana so u1 ∈ D′
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i so u2 ∈ D′ ḱe sleduva deka 〈u1, ψ〉 = 〈u2, ψ〉 a ova znaqi u1 = u2.

Na element od Kolomboovata algebra, so ovoj proces na
asociraǌe mu se pridru�uva element od prostorot na dis-
tribucii D′ so xto se ovozmo�uva da dobienite rezultati
se tolkuvaat vo smisla na distribucii. Ovde ḱe naglasime
deka ne sekoj element od Kolomboovata algebra ima asoci-
rana distribucija.

Teorema 2.4.5. ([6], str.65) Ako f, g ∈ C(Rn) se dve nepre-
kinati funkcii, nivniot proizvod f · g vo G (Rn) e asociran
so klasiqniot proizvod fg vo C (Rn).

Dokaz. Ḱe ja razgledame razlikata I (ϕε, x) na dvata proiz-
voda vo G (Rn). Ḱe koristime

∫
ϕ (t) dt = 1.

I (ϕε, x) =

∫
f (x+ εt)ϕ (t) g (x+ εz)ϕ (z)ψ (x)dtdzdx

−
∫
f (x) g (x)ϕ (t)ϕ (z)ψ (x) dtdxdx

=

∫
[f (x+ εt) g (x+ εz)− f (x) g (x)]ϕ (z)ψ (x) dtdxdx

od kade I (ϕε, x)→ 0 koga ε→ 0. 2

Teorema 2.4.6. ([6], str.66) Ako f ∈ C∞ (Rn) i T ∈ D′ (Rn) to-
gax proizvodot fT definiran vo teorijata na distribucii i
noviot proizvod f ·T ∈ G (Rn) se ednakvi vo smisla na slaboto
ravenstvo vo G (Rn).

Dokaz. Neka ψ ∈ D (Rn). Soglasno Teorema 2.4.4 imame:∫
Rn

[ψ · (fT )] (x) dx = 〈fT, ψ〉 = 〈T, fψ〉 =

∫
Rn

[(fψ) · T ] (x) dx (2.80)
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Bidejḱi f, ψ ∈ C∞ (Rn), nivniot klasiqen proizvod i noviot
se sovpaǵaat, t.e. fψ = ψf = ψ · f . Ova znaqi deka

(ψf) · T = (ψ · f) · T = ψ · (f · T ) (2.81)

zaradi asocijativnosta na Kolomboovata algebra.
Spred (2.81),∫

Rn

[ψ · (f · T )] (x) dx =

∫
Rn

[(ψf) · T ] (x) dx = 〈T, ψf〉 (2.82)

Od (2.80) i (2.82) sleduva za sekoe ψ ∈ D (Rn) va�i:∫
Rn

ψ · [(fT )− (f · T )] (x) dx = 0 (2.83)

xto znaqi fT i f · T se ednakvi vo smisla na slaboto raven-
stvo vo G. 2

Na krajot na ova poglavje ḱe poka�eme deka proizvodot na
distribuciite vo Kolomboovata algebra pretstavuva obop-
xtuvaǌe na veḱe postoeqkite proizvodi na distribucii.
Teorema 2.4.7. ([5], str.71-72) Ako S i T se dve distribucii
vo D′ (Rn) i nivniot klasiqen proizvod ST vo D′ (Rn) postoi
spored definicijata (1.67), togax proizvodot na ovie dve
distribucii S · T vo G (Rn) e asociran so nivniot klasiqen
proizvod, t.e. S · T ≈ ST vo G.

Dokaz. Neka S̃ i T̃ soodvetno se vgraduvaǌata na S i T vo
G. Soglasno praviloto za vgraduvaǌe na distribuciite vo
Kolomboovata algebra, za ϕ ∈ A0,

∼
S = 〈S (y) , ϕ (y − x)〉 (2.84)

i ∼
T = 〈T (y) , ϕ (y − x)〉 (2.85)
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od kade

S · T =
(∼
S ·
∼
T
)

(ϕ, x) = 〈S (y) , ϕ (y − x)〉 · 〈T (y) , ϕ (y − x)〉 (2.86)

Za proizvolno ψ ∈ D (Rn) ḱe va�i:

∫
Rn

(S · T ) (x)ψ (x) dx =

∫
Rn

(∼
S ·
∼
T
)

(ϕε, x)ψ (x) dx =

=

∫
Rn

〈S (y) , ϕε (y − x)〉 〈T (y) , ϕε (y − x)〉ψ (x) dx (2.87)

Imajḱi vo predvid deka ϕε (x) = 1
εnϕ

(
−x
ε

)
e δ - niza, vo

(2.87) ḱe imame:∫
Rn

(S · T ) (x)ψ (x) dx = 〈(S ∗ ϕε) (T ∗ ϕε) , ψ〉 → 〈ST, ψ〉 (2.88)

koga ε→ 0. Spored ova, S · T ≈ ST . 2

Na kraj ḱe rezimirame nekoi pova�ni karakteristiki na
Kolomboovata algebra, koi se odnesuvaat pred se na dis-
tribuciite.

Dve distribucii vgradeni vo Kolomboovata algebra pret-
stavuvaat Kolomboovi obopxteni funkcii. Proizvodot na
dve distribucii vo G vo opxt sluqaj e Kolomboova obopxt-
ena funkcija, za koja ne mora sekogax da postoi asocirana
distribucija.

Dokolku za proizvodot na dve distribucii vo G postoi
asocirana distribucija, velime deka postoi Kolombooviot
proizvod na tie dve distribucii. Ako voobiqaeniot (klasiq-
niot) proizvod na dve distribucii postoi, togax postoi i
nivniot Kolomboov proizvod i tie dva proizvoda se isti.
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Od gledna toqka na diferenciraǌe, ovie novi obopxteni
funkcii gi imaat istite svojstva kako i distribuciite.

Ovie novi obopxteni funkcii se mnogu bliski do dis-
tribuciite na naqin xto nivnata definicija mo�e da ja
sfatime kako obopxtuvaǌe na definicijata na distribucii
na Xvarc.

Razliqni problemi na koi xto naiduva klasiqnata teori-
ja na distribucii (problemi so proizvod, prekini, diferen-
ciraǌe) mo�at da bidat rexeni vo ramki na Kolomboovata
algebra. Mnogu proizvodi na distribucii koi ne postojat
vo prostorot na distribucii na Xvarc postojat vo ovaa al-
gebra.

Asociraǌeto vo G ni ovozmo�uva rezultatite koi ḱe gi
dobieme da gi tolkuvame pak vo smisla na distribucii.

Koristejḱi go priodot opixan vo Kolomboovata teorija
na obopxteni funkcii, nie imame dobieno i objaveno rezul-
tati za proizvod na distribucii vo Kolomboova algebra.
Rezultatite se dobieni vo smisla na asocirani distribucii
i istite ḱe bidat prezentirani vo prodol�enie.
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Glava 3

Novi rezultati za proizvod na distribucii vo algebra

na Kolombo

3.1 Proizvodi na distribucii vo algebra na Kolombo
i nivna primena

Predmet na istra�uvaǌe vo ovaa doktorska disertacija se
proizvodi na distribucii vo algebri na Kolombo.

Problemot za proizvod na distribucii, kako eden od glav-
nite problemi so koi klasiqnata teorija na distribucii
se sooquva, so konstrukcijata na algebrite na Kolombo na
nekoj naqin se nadminuva. Kolomboovite algebri se asocija-
tivni algebri vo koi e vgraden prostorot na distribucii i
pri toa operacijata proizvod vo ovie algebri go obopxtuva
klasiqniot proizvod na distribucii, xto znaqi veḱe pos-
toeqkite proizvodi i onie presmetani vo algebra na Kolombo
se isti. Sepak, ovie algebri ovozmo�uvaat presmetuvaǌe
proizvod na distribucii koj vo klasiqnata teorija ne mo�e
da se presmeta. Pokraj toa, edna od glavnite pridobivki
na Kolomboovata teorija na obopxteni funkcii e i toa xto
operaciite so funkcii i distribucii so singulariteti mo�e
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da se izvrxuvaat isto tolku ednostavno kako i operaciite
so glatki funkcii.

So ogled na toa xto Kolomboovata teorija na obopxteni
funkcii e relativno nova teorija, objavena pred triesetina
godini i ima za sega optimalni svojstva koga se vo praxaǌe
operacii so distribucii i nivna primena, se poveḱe nauqici
pojavuvaat interes za rabota so Kolomboovite algebri.

Znaqajni rezultati za proizvod na singularni distribu-
cii vo Kolomboova algebra ima objaveno avtorot Blagovest
Damjanov [8]-[15]. Ḱe izdvoime nekoi od niv:

• Vo [8] e poka�ano deka za p ∈ Nm
0 proizvodot na dis-

tribuciite δ(p) (x) i xp+ =

{
xp, x ≥ 0
0 x < 0

vo G(Rm) ima aso-

cirana distribucija i pri toa va�i:

x̃p+ · δ̃(p) (x) ≈ (−1)|p|p!

2m
δ (x) (3.1)

Za proizvodot na distribuciite δ(p) (x) i xp− = (−x)p+ vo
G(Rm) va�i:

x̃p− · δ̃(p) (x) ≈ p!

2m
δ (x) (3.2)

Vo ednodimenzionalen sluqaj va�i:

x̃pδ̃(p) (x) ≈ (−1)pp!δ (x) (3.3)

• Isto taka vo [8] e poka�ano deka proizvodot na dis-
tribuciite xa+ i x−a−1

− , za a ∈ R\Z, vo Kolomboova alge-
bra postoi, t.e. ima asocirana distribucija:

x̃a+ · x̃−a−1
− = x̃−a−1

− ·x̃a+ ≈
Γ (a+ 1) Γ (−a)

2
δ (x) (3.4)
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Specijalen sluqaj se proizvodite:

˜
x
−r−1/2
+ · x̃r−1/2

− =
(−1)rπ

2
δ (x) (3.5)

za r = 0,±1,±2, ... i

x̃
−1/2
+ · x̃−1/2

− =
π

2
δ (x) (3.6)

• Vo [9] e poka�ano deka za p ∈ Nm Kolombooviot proizvod
na distribuciite x−p i δp−1(x) postoi i istiot e daden
so relacijata

x̃−p · ˜δ(p−1)(x) ≈ (−1)|p|(p− 1)!

2m(2p− 1)!
δ(2p−1)(x) . (3.7)

Nie imame napraveno obopxtuvaǌe na rezultatite (3.5)
i (3.7) xto detalno ḱe bide prezentirano vo delot so novi
nauqni rezultati.

Prof. D-r Biljana Jolevska Tuneska isto taka ima ob-
javeno znaqajni rezultati koi se odnesuvaat na proizvod na
distribucii vo Kolomboova algebra i primena na algebrite
na Kolombo.

• Vo [30] e presmetan proizvodot na distribuciite x−r−1/2
+

i x
−r−1/2
− , za r = 0, 1, 2, ...., pri xto e poka�ano:

˜
x
−r−1/2
+ · ˜

x
−r−1/2
− ≈ π

2 (2r)!
δ(2r) (x) (3.8)

Vo doktorskata disertacija e napraveno obopxtuvaǌe na
ovoj rezultat, pri xto i ova ḱe bide poka�ano vo slednoto
poglavje.
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• Vo [29] Kolomboovata algebra od obopxteni funkcii e
primeneta za naoǵaǌe rexenija na sistem od linearni
diferencijalni ravenki pri dadeni poqetni uslovi.

Mo�nost za primena na Kolomboovite algebri vo razliq-
ni oblasti od naukata i tehnikata uvidele poveḱe nauqnici,
xto mo�e da se vidi vo poveḱe naslovi od citiranata lit-
eratura [1, 3, 4, 17, 25, 27, 40, 43, 44, 48, 49, 50].

3.2 Novi nauqni rezultati za proizvod na distribucii
vo algebra na Kolombo

Pri izrabotka na doktorskata disertacija se dobieni rezul-
tati za proizvodi na distribucii so singulariteti, no i
proizvodi na neprekinata funkcija so distribucija so sin-
gularitet. Poveḱeto od rezultatite se veḱe objaveni vo
spisanija so meǵunaroden ureduvaqki odbor, no i vo spisani-
ja so faktor na vlijanie.

Rezultatot koj xto sleduva vo prodol�enie e rezultatot
od trudot:

Marija Miteva and Biljana Jolevska-Tuneska. Some Results on Colombeau
Product of Distributions. Advances in Mathematics: Scientific Journal. Vol
1, No. 2, 121-126 (2012).

Teorema 3.2.1. Za proizvodot na obopxtenite funkcii ln |x|
i δ(s−1)(x), kade s = 0, 1, 2, . . . vo G(R) postoi asocirana dis-
tribucija i pri toa va�i:

˜ln |x| · ˜δ(s−1)(x) ≈ (−1)s

s
δ(s−1)(x) (3.9)

Dokaz. Za proizvolno ϕ ∈ A0(R) bez gubeǌe na opxtosta ḱe
pretpostavime deka suppϕ(x) ⊆ [−l, l] . Primenuvajḱi go pra-
viloto za vgraduvaǌe na distribuciite vo Kolomboovata
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algebra G(R) i voveduvajḱi ja smenata v = (y − x)/ε gi dobi-
vame ’pretstavnicite’ na distribucijata ln |x| vo G(R):

˜ln |x| (ϕε, x) = ε−1

∫ x+lε

x−lε
ln |y|ϕ

(
y − x
ε

)
dy

=

∫ l

−l
ln |x+ εv|ϕ(v)dv (3.10)

Na isti naqin, primenuvajḱi go praviloto za vgraduvaǌe vo
G(R), praviloto za diferenciraǌe na distribucii i defini-
cijata na δ-distribucijata, za pretstavnicite na δ(s−1)(x) do-
bivame:

δ̃(s−1) (ϕε, x) = ε−1

∫
R

δ(s−1) (y)ϕ

(
y − x
ε

)
dy

= (−1)s−1 1

εs−1
ε−1

∫
R

δ (y)ϕ(s−1)

(
y − x
ε

)
dy

=
(−1)s−1

εs
ϕ(s−1)

(
−x
ε

)
(3.11)

Da go presmetame proizvodot na ovie dve Kolomboovi
obopxteni funkcii. Neka ψ(x) ∈ D(R).

〈˜ln |x| (ϕε, x) · δ̃(s−1) (ϕε, x) , ψ(x)〉 =

∫ ∞
−∞

˜ln |x| (ϕε, x) δ̃(s−1) (ϕε, x)ψ(x)dx

=
(−1)s−1

εs

∫ lε

−lε

(∫ l

−l
ln |x+ εv|ϕ(v)dv

)
ϕ(s−1)(−x/ε)ψ(x)dx

=
(−1)s

εs−1

∫ l

−l
ϕ(s−1)(u)ψ(−εu)

∫ l

−l
ln |εv − εu|ϕ(v)dvdu (3.12)

pri xto ja koristevme smenata u = −x/ε .
Funkcijata ψ ḱe ja razvieme vo Tajlorov red:

ψ(−εu) =

s−1∑
i=0

ψ(i)(0)

i!
(−εu)i +

ψ(s)(ηu)

(s)!
(−εη)s (3.13)
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kade η ∈ (0, 1) .

Zamenuvajḱi go ravenstvoto (3.13) vo (3.12) dobivame:

〈˜ln |x| (ϕε, x) · δ̃(s−1) (ϕε, x) , ψ(x)〉 =
s−1∑
i=0

(−1)s+iψ(i)(0)

i!εs−i−1
Ji +O(ε) (3.14)

pri xto so Ji e oznaqen integralot:

Ji =

∫ l

−l
ϕ(v)dv

∫ l

−l
ln |εv − εu|uiϕ(s−1)(u)du (3.15)

za i = 0, 1, . . . , s− 1 . Da go presmetame posledniot integral.

Ji =

∫ l

−l
ϕ(v)dv

∫ l

−l
ln|εv − εu|uiϕ(s−1)(u)du

=
1

i+ 1

∫ l

−l
ϕ(v)dv

∫ l

−l
ln|εv − εu|ϕ(s−1)(u)d

(
ui+1 − vi+1

)
(3.16)

od kade so parcijalna integracija se dobiva:

Ji = − 1

i+ 1

∫ l

−l
ϕ(v)dv

∫ l

−l

(
ui+1 − vi+1

)
ln |εv − εu|ϕ(s)(u)du

+
1

i+ 1

∫ l

−l
ϕ(v)dv

∫ l

−l

ui+1 − vi+1

u− v
ϕ(s−1)(u)du (3.17)

Prviot integral vo gorniot izraz e nula, pa so pri-

mena na ravenstvoto ui+1−vi+1 = (u− v)
i∑

k=0

ukvi−k i ravenstvoto

(2.35) vo vtoriot integral, dobivame:

(i+ 1)Ji =
i∑

k=0

∫ l

−l
vi−kϕ(v)dv

∫ l

−l
ukϕ(s−1)(u)du (3.18)
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Spored (2.35) i (2.36) edinstveniot nenulti sobirok vo gor-
nata suma se dobiva za i = s− 1, od kade

(i+ 1)Ji =

∫ l

−l
uiϕ(s−1)(u)du (3.19)

Koristejḱi gi svojstvata na test funkciite, so indukcija
neposredno se proveruva deka∫

xiϕ(i) (x) dx = (−1)ii! (3.20)

Odovde dobivame:

Js−1 =
(−1)s−1(s− 1)!

s
. (3.21)

Zamenuvajḱi vo (3.14), za proizvodot na distribuciite koi
gi razgleduvame dobivame:

〈˜ln |x| (ϕε, x) · δ̃(s−1) (ϕε, x) , ψ(x)〉 =
(−1)sψ(s−1)(0)

s
+O(ε)

=
(−1)

s
〈δ(s−1)(x), ψ(x)〉+O(ε)

(3.22)

Ako puxtime ε→ 0 , ja dobivame relacijata (3.9) so xto teo-
remata e doka�ana.2

Golemata primena na δ distribucijata i nejzinite izvodi
vo fizikata i tehnikata, kako i primena na proizvodi koi
ja sodr�at δ distribucijata i nejzinite izvodi (a so toa i
primena na rezultatite za proizvod od oblik kako vo Teo-
rema 3.2.1) mo�at da se vidat vo mnogu trudovi: [18, 25, 3,
43, 44, 50, 4, 40, 49, 1, 48] i drugi.
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Rezultatite od slednite dve teoremi se rezultati od tru-
dot:

Marija Miteva, Biljana Jolevska-Tuneska and Tatjana Atanasova Pacem-
ska. On Products of Distributions in Colombeau Algebra. Mathematical
Problems in Engineering. Vol. 2014, Article ID 910510.
doi:10.1155/2014/910510 (IF (2013) = 1.383)

So ovie rezultati e napraveno obopxtuvaǌe na rezulta-
tot (3.7) na Damjanov objaven vo [9], najprvo za ednodimen-
zionalen, a potoa i za m-dimenzionalen sluqaj.

Teorema 3.2.2. Za proizvodot na obopxtenite funkcii x̃−k+ i

δ̃(p)(x) koga k = 1, 2, . . . i p = 0, 1, 2, . . . , vo Kolomboovata algebra
G(R) postoi asocirana distribucija i pri toa va�i:

x̃−k+ · δ̃(p)(x) ≈ (−1)kk · p!
(p+ k + 1)!

δ(k+p)(x) (3.23)

Dokaz. Za proizvolno ϕ ∈ A0(R) bez gubeǌe na opxtosta
mo�e da zememe deka suppϕ(x) ⊆ [−l, l] . Prvata distribu-
cija vo razgleduvaniot proizvod e definirana na sledniot
naqin:

x−k+ =
(−1)k−1

(k − 1)!

dk

dxk
(lnx) (3.24)

Primenuvajḱi go praviloto za vgraduvaǌe na distribuciite
vo Kolomboova algebra i voveduvajḱi ja smenata t = (y −
x)/ε gi dobivame pretstavnicite na distribucijata x−k+ vo
Kolomboovata algebra:

x̃−k+ (ϕε, x) =
(−1)2k−1

(k − 1)!εk+1

∫ x+εl

x
ln yϕ(k)

(
y − x
ε

)
dy

=
(−1)2k−1

(k − 1)!εk

∫ l

0
ln(x+ εt)ϕ(k)(t)dt . (3.25)
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Diferencirajḱi vo D′(R), na isti naqin kako vo prethod-
nata teorema, gi dobivame pretstavnicite na distribuci-
jata δ̃(p)(x):

˜δ(p) (ϕε, x) =
(−1)p

εp+1
ϕ(p)

(
−x
ε

)
(3.26)

Za da go presmetame proizvodot na ovie dve Kolomboovi
obopxteni funkcii ḱe zememe proizvolno ψ(x) ∈ D(R):

〈 ˜x−k+ (ϕε, x) · ˜δ(p) (ϕε, x), ψ(x)〉 =

∫ ∞
0

˜x−k (ϕε, x) ˜δ(p) (ϕε, x)ψ(x)dx

=
(−1)2k+p−1

(k − 1)!εp+k+1

∫ lε

0

(∫ l

0
ln(x+ εt)ϕ(k)(t)dt

)
ϕ(p)(−x/ε)ψ(x)dx

=
(−1)p

(k − 1)!εp+k

∫ l

0
ϕ(p)(u)ψ(−εu)

∫ l

0
ln |εt− εu|ϕ(k)(t)dtdu (3.27)

pri xto ja koristevme smenata u = −x/ε .

Funkcijata ψ ḱe ja razvieme vo Tajlorov red:

ψ(−εu) =

p+k∑
i=0

ψ(i)(0)

i!
(−εu)i +

ψ(p+k+1)(ηu)

(p+ k + 1)!
(−εη)p+k+1 (3.28)

kade η ∈ (0, 1) .
Zamenuvajḱi ja relacijata (3.28) vo (3.27), so promena na

redosledot na promenlivite pri integriraǌeto dobivame:

〈 ˜x−k+ (ϕε, x)· ˜δ(p) (ϕε, x), ψ(x)〉 =

p+k∑
i=0

(−1)p+iψ(i)(0)

i!(k − 1)!εp+k−i
Ji+O(ε)·ln(ε) (3.29)

pri xto oznaqivme:

Ji =

∫ l

0
ϕ(k)(t)dt

∫ l

0
ln |εt− εu|uiϕ(p)(u)du (3.30)

za i = 0, 1, . . . , p+ k .
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Rexavajḱi go so parcijalna integracija posledniot in-
tegral dobivame:

Ji =

∫ l

0
ϕ(k)(t)dt

∫ l

0
ln |εt− εu|uiϕ(p)(u)du

=
1

i+ 1

∫ l

0
ϕ(k)(t)dt

∫ l

0
ln |εt− εu|ϕ(p)(u)d

(
ui+1 − ti+1

)
= − 1

i+ 1

∫ l

0
ϕ(k)(t)dt

∫ l

0

(
ui+1 − ti+1

)
ln |εt− εu|ϕ(p+1)(u)du

+
1

i+ 1

∫ l

0
ϕ(k)(t)dt

∫ l

0

ui+1 − ti+1

u− t
ϕ(p)(u)du . (3.31)

Prviot sobirok vo posledniot izraz e nula, pa spored toa
dobivame:

(i+ 1)Ji =
i∑

s=0

∫ l

0
tsϕ(k)(t)dt

∫ l

0
ui−sϕ(p)(u)du

=
i∑

s=0

Js,k · Ji−s,p (3.32)

kade Ja,b =

∫ l

0
vaϕ(b)(v)dv . Integralot Ja,b e razliqen od nula

samo vo sluqaj koga a = b , i negovata vrednost vo toj sluqaj
e Ja,a = (−1)aa! . Spored ova, edinstveniot izraz vo gornata
suma koj e razliqen od nula se dobiva za i = k + p i vo toj
sluqaj dobivame:

Jk+p =
Jk,k · Jp,p
p+ k + 1

=
(−1)p+kp!k!

p+ k + 1
. (3.33)
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Ako (3.33) go zamenime vo (3.29) ḱe dobieme:

〈 ˜x−k+ (ϕε, x) · ˜δ(p) (ϕε, x), ψ(x)〉 =
(−1)pk · p!
(p+ k + 1)!

ψ(k+p)(0) +O(ε)

=
(−1)kk · p!
(p+ k + 1)!

〈δ(k+p)(x), ψ(x)〉+O(ε)

(3.34)

Puxtajḱi ε → 0 , ja dobivame relacijata (3.23), so xto teo-
remata e poka�ana. 2

Proizvodite od oblik x−kδ(p) (x) se osobeno znaqajni vo
teorijata na kvantnata fizika.

Za da go proxirime rezultatot od prethodnata teorema
vo G(Rm), ḱe ja iskoristime slednata Lema, koja e poka�ana
vo [8].

Lema 3.2.1. Neka u i v se distribucii vo D′(Rm) taka xto
u(x) =

∏m
i=1 u

i(xi) i v(x) =
∏m
i=1 v

i(xi) pri xto sekoe ui i vi e
distribucija vo D′(R) i uxte vgraduvaǌeto na sekoja od ovie
distribucii vo G(R) ja zadovoluva relacijata: ũi · ṽi ≈ ωi,
kade i = 1, 2, . . . ,m . Togax va�i: ũ · ṽ ≈ ω , kade ω(x) =

∏m
i=1 ω

i(xi)
e distribucija vo D′(Rm) .

Teorema 3.2.3. Za proizvodot na obopxtenite funkcii x̃−k+ i

δ̃(p)(x), za k = 1, 2, . . . i p = 0, 1, 2, . . . , vo G(Rm), postoi asocirana
distribucija i pritoa va�i slednata relacija:

x̃−k+ · δ̃(p)(x) ≈ (−1)kk · p!
(p+ k + 1)!

δ(k+p)(x) (3.35)

Dokaz. Vo ovoj sluqaj, kako rezultat na strukturata na
tenzorski proizvod na distribuciite koi gi razgleduvame,
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mo�eme da ja primenime prethodnata lema, spored koja:

x̃−k+ · δ̃(p)(x) =
m∏
i=1

x̃i
−ki
+ · ˜δ(pi)(xi) ≈

m∏
i=1

(−1)kiki · pi!
(pi + ki + 1)!

δ(ki+pi)(xi)

=
(−1)kk · p!
(p+ k + 1)!

δ(k+p)(x) (3.36)

so xto e poka�ana i ovaa teorema.2

Slednite tri teoremi se rezultati koi se objaveni vo
trudot:

Marija Miteva, Biljana Jolevska-Tuneska, Tatjana Atanasova-Pacemska.
Colombeau products of distributions. SpringerPlus. Vol.2016 (5) 2042.
(2016) DOI 10.1186/s40064-016-3742-8 (IF(2015)=0.982)

Teorema 3.2.4. Za proizvodot na obopxtenite funkcii ˜(cosx− sinx)

i δ̃(r) (x) za r = 0, 1, 2, . . . vo G(R) postoi asocirana distribu-
cija i pri toa va�i:

˜(cosx− sinx) · δ̃(r) (x) ≈
r∑
i=0

(
r
i

)
(−1)biδ(r−i) (x) (3.37)

kade bi = 1 +
[
i
2

]
, a so [x] e oznaqena funkcijata cel del.

Dokaz. Go koristime Tajloroviot razvoj za funkciite sinx
i cosx pri xto dobivame:

cosx− sinx =

r∑
i=0

(−1)ai · x
i

i!
+Rr (x) (3.38)

kade so ai e oznaqeno ai =
[
i+1

2

]
. Rr (x) e ostatokot vo Tajloroviot

razvoj:

Rr (x) = (−1)ar+1
xr+1

(r + 1)!

[
cos(r+1) (ηx)− sin(r+1) (ηx)

]
(3.39)
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za 0 < η < 1.
Funkcijata (cosx− sinx) ja vgraduvame vo Kolomboova al-

gebra: za proizvolno ϕ ∈ A0(R) imame:(
˜cosx− sinx

)
(ϕε, x) =

[
(cosx− sinx) ∗

∨
ϕε

]
(x)

=
1

ε

∞∫
−∞

(cos y − sin y)ϕ

(
y − x
ε

)
dy

=
1

ε

r∑
i=0

(−1)

i!

ai
∞∫
−∞

yiϕ

(
y − x
ε

)
dy

+
1

ε
·
∞∫
−∞

Rr (y)ϕ

(
y − x
ε

)
dy (3.40)

Bez gubeǌe na opxtosta ḱe pretpostavime deka suppϕ(x) ⊆
[−l, l] . So voveduvaǌe na smenata y−x

ε = t dobivame:

˜(cosx− sinx) (ϕε, x) =

r∑
i=0

(−1)

i!

ai
l∫
−l

(εt+ x)iϕ (t) dt

+

l∫
−l

Rr (εt+ x)ϕ (t) dt

=

r∑
i=0

(−1)

i!

ai
l∫
−l

(εt+ x)iϕ (t) dt+O (ε)(3.41)

Ostatokot ḱe bide ograniqena veliqina, t.e O (ε) zaradi svoj-
stvata na funkcijata ϕ.

Koristejḱi go praviloto za vgraduvaǌe, na sliqen naqin
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ja vgraduvame i distribucijata δ(r) (x) vo algebrata na Ko-
lombo:

δ̃(r) (ϕε, x) =
(−1)r

εr+1
ϕ(r)

(
−x
ε

)
(3.42)

Ponatamu, za proizvolno ψ(x) ∈ D(R) ḱe imame:

〈(
˜cosx− sinx

)
(ϕε, x) · δ̃(r) (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=
(−1)r

εr+1

∞∫
−∞

r∑
i=0

(−1)

i!

ai
 l∫
−l

(εt+ x)iϕ (t) dt

ϕ(r)
(
−x
ε

)
ψ (x) dx+O (ε)

=
(−1)r+1

εr

r∑
i=0

(−1)

i!

ai
l∫
−l

ϕ(r) (u)ψ (−εu)

l∫
−l

(εt− εu)iϕ (t) dtdu+O (ε)

(3.43)

pri xto vo gornite presmetki ja koristevme smenata u =
−x
ε .

Funkcijata ψ ḱe ja razvieme vo Tajlorov red:

ψ (−εu) =
r∑
j=0

ψ(j) (0)

j!
(−εu)j +

ψ(r+1) (−εηu)

(r + 1)!
(−εu)r+1 (3.44)

kade 0 < η < 1. Redot od (3.44) go zamenuvame vo (3.43), a
potoa go menuvame redosledot na integriraǌe vo posledniot
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integral:〈
˜(cosx− sinx) (ϕε, x) · ˜δ(r) (ϕε, x), ψ (x)

〉
=

= (−1)r+1

εr

r∑
i=0

(−1)
i!

ai
l∫
−l
ϕ(r) (u)

r∑
j=0

ψ(j)(0)
j! (−εu)j

l∫
−l

(εt− εu)iϕ (t) dtdu+O (ε) =

= (−1)r+1

εr

r∑
i=0

(−1)
i!

ai r∑
j=0

ψ(j)(0)
j! (−ε)j

l∫
−l
ujϕ(r) (u)

l∫
−l

(εt− εu)iϕ (t) dtdu+O (ε) =

=
r∑

i,j=0

(−1)r+1+ai+jψ(j)(0)
i!j!εr−j

l∫
−l
ujϕ(r) (u)

l∫
−l

(εt− εu)iϕ (t) dtdu+O (ε) =

=
r∑

i,j=0

(−1)r+1+ai+jψ(j)(0)
i!j!εr−j Ji, j +O (ε)

(3.45)

kade

Ji, j =

l∫
−l

ϕ (t) dt

l∫
−l

(εt− εu)iujϕ(r) (u) du (3.46)

za i, j = 0, 1, 2, ...r.
Vo integralot Ji, j binomot go zapixuvame vo razvien ob-

lik, so xto dobivame:

Ji, j =
l∫
−l
ϕ (t) dt

l∫
−l

[
i∑

k=0

(
i
k

)
(εt)k(−εu)i−k

]
ujϕ(r) (u) du =

=
l∫
−l
ϕ (t) dt

i∑
k=0

(
i
k

)
(−1)i−kεi

l∫
−l
tkui−k+jϕ(r) (u) du =

=
i∑

k=0

(
i
k

)
(−1)i−kεi

l∫
−l
tkϕ (t) dt

l∫
−l
ui−k+jϕ(r) (u) du

(3.47)

Integralot Ja,b =
l∫
−l
vaϕ(b) (v) dv ḱe bide razliqen od nula

samo za a = b i negovata vrednost vo toj sluqaj e: Ja,a =
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(−1)aa!. Spored ova, edinstveniot nenulti sobirok vo posled-
nata suma ḱe se dobie vo sluqaj koga k = 0 i i + j = r, a
vrednosta Ji,j vo toj sluqaj ḱe bide:

Ji, j = (−1)iεi · (−1)rr! = (−1)r+iεir! (3.48)

Zemajḱi vo predvid deka j = r − i i zamenuvajḱi (3.91) vo
(3.45) ḱe dobieme:

〈(
˜cosx− sinx

)
(ϕε, x) · δ̃(r) (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=

r∑
i,j=0

(−1)r+1+ai+jψ(j) (0)

i!j!εr−j
·(−1)r+iεir! +O (ε)

=

r∑
i=0

(
r
i

)
(−1)1+r+aiψ(r−i) (0) +O (ε) =

=

r∑
i=0

(
r
i

)
(−1)1+i+ai

〈
δ(r−i) (x) , ψ (x)

〉
+O (ε)

(3.49)

Ḱe oznaqime bi = 1 + i + ai = 1 + i +
[
i+1

2

]
, pri xto lesno se

presmetuva deka (−1)1+i+[ i+1
2 ] = (−1)1+[ i

2 ]. Sega ako zememe
ε→ 0, ja dobivame relacijata (3.37), so xto Teoremata 3.2.4
e doka�ana.2

Teorema 3.2.5. Za proizvodot na obopxtenite funkcii ˜(sinx+ cosx)

i δ̃(r) (x) za r = 0, 1, 2, . . . vo G(R) postoi asocirana distribu-
cija i pri toa va�i:

˜(sinx+ cosx) · δ̃(r) (x) ≈
r∑
i=0

(
r
i

)
(−1)biδ(r−i) (x) (3.50)

kade bi = 1 +
[
i+1

2

]
.
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Dokaz. Ako gi razvieme funkciite sinx i cosx vo Tajlorov
red, za nivniot zbir ḱe dobieme:

sinx+ cosx =

r∑
i=0

(−1)ai · x
i

i!
+Rr (x) (3.51)

kade ai =
[
i
2

]
.

Ponatamu, povtoruvajḱi gi istite qekori kako vo prethod-
nata teorema ḱe go dobieme rezultatot (3.50).2

Teorema 3.2.6. Za proizvodot na obopxtenite funkcii ẽx i

δ̃(r) (x) koga r = 0, 1, 2, . . . vo G(R) postoi asocirana distribu-
cija i pri toa va�i:

ẽx · δ̃(r) (x) ≈
r∑
i=0

(
r
i

)
(−1)1+iδ(r−i) (x) (3.52)

Dokaz. Funkcijata ex ja razvivame vo Tajlorov red:

ex =
r∑
i=0

xi

i!
+Rr (x) (3.53)

Ako zememe ai = 0 za i = 0, 1, 2... vo dokazot na Teorema 3.2.4
ḱe ja dobieme relacijata (3.52).2

Slednite dve teoremi se del od trudot so naslov Results

on Colombeau Products of Distribution x
−r−1/2
+ with Distributions x

−k−1/2
−

and x
k−1/2
− koj e prifaten za publikuvaǌe vo spisanieto Func-

tional Analysis and its Application (IF(2016)=0.450).

Rezultatot od Teorema 3.2.7 koja sleduva vo prodol�enie
e obopxtuvaǌe na ravenstvoto (3.8) koe e poka�ano vo [30].
Rezultatot od Teorema 3.2.8 e obopxtuvaǌe na ravenstvoto
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(3.5) koe e poka�ano vo [8].

Za da gi poka�eme dvete teoremi koi sleduvaat, ḱe go
koristime ravenstvoto:

d∫
t

srϕ(r) (s) ds =
r∑

m=0

(−1)m
r!

(r −m)!
tr−mϕ(r−m−1) (t) (3.54)

kade ϕ(−1) (t) =
d∫
t

ϕ (s) ds, koe ednostavno se doka�uva so induk-

cija.

Teorema 3.2.7. Za proizvodot na obopxtenite funkcii ˜
x
−r−1/2
+

i ˜
x
−k−1/2
− , koga r = 0, 1, 2, . . . i k = 0, 1, 2, . . . postoi asocirana

distribucija vo G(R) i pritoa va�i:

˜
x
−r−1/2
+ · ˜

x
−k−1/2
− ≈ π

2 (r + k)!
δ(r+k) (x) (3.55)

Dokaz. Soglasno definicijata na razgleduvanite distribu-
cii:

x
−r−1/2
+ =

(−1)r2r

(2r − 1)!!
· ∂

r

∂x
x
−1/2
+ (3.56)

x
−k−1/2
− =

(−1)k2k

(2k − 1)!!
· ∂

k

∂x
(−x)

−1/2
+ (3.57)

Za proizvolno ϕ ∈ A0(R) bez gubeǌe na opxtosta mo�e
da zememe deka suppϕ(x) ⊆ [c, d] . Koristejḱi go praviloto
za vgraduvaǌe vo G(R) i smenata t = (y − x)/ε gi dobivame
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pretstavnicite na distribucijata ˜
x
−r−1/2
+ vo Kolomboovata

algebra:

˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) = (−1)r · 2r

(2r − 1)!!
· 1

ε
· ∂

r

∂x

∞∫
0

y−
1
2ϕ

(
y − x
ε

)
dy

= (−1)2r · 2r

(2r − 1)!!
· 1

εr+1
·
∞∫

0

y−
1
2ϕ(r)

(
y − x
ε

)
dy

=
2r

(2r − 1)!!
· 1

εr
·

d∫
−x

ε

(x+ εt)−
1
2ϕ(r) (t) dt (3.58)

Ovde treba da zabele�ime deka razgleduvanata obopxtena
funkcija e nula za y < 0, xto znaqi nejzinite pretstavnici
ḱe bidat ednakvi na nula za d < −x

ε .
Analogno se dobivaat i pretstavnicite na obopxtenata

funkcija ˜
x
−k−1/2
− vo G(R):

˜
x
−k−1/2
− (ϕε, x) = (−1)k · 2k

(2k − 1)!!
· 1

ε
· ∂

k

∂x

0∫
−∞

(−y)−
1
2ϕ

(
y − x
ε

)
dy

= (−1)2k · 2k

(2r − 1)!!
· 1

εk+1
·

0∫
−∞

(−y)−
1
2ϕ(k)

(
y − x
ε

)
dy

=
2k

(2k − 1)!!
· 1

εk
·

−x
ε∫

c

(−x− εs)−
1
2ϕ(k) (s) ds (3.59)

Vo poslednite presmetki ja koristevme smenata s = (y− x)/ε.
Pretstavnicite na ovaa obopxtena funkcija ḱe imaat vred-
nost nula za c > −x

ε .
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Ḱe go presmetame proizvodot na razgleduvanite dve obop-
xteni funkcii vo Kolomboova algebra. Zemame proizvolno
ψ(x) ∈ D(R):

〈
˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · ˜

x
−k−1/2
− (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=

∞∫
−∞

˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · ˜

x
−k−1/2
− (ϕε, x) · ψ (x) dx

=
2r+k

(2r − 1)!! (2k − 1)!!
· 1

εr+k

cε∫
−dε

ψ (x)

d∫
−x

ε

ϕ(r) (t)×

×

−x
ε∫

c

(x+ εt)−
1
2 (−x− εs)−

1
2ϕ(k) (s) dsdtdx (3.60)

Vo poslednoto ravenstvo ja voveduvame smenata w = −x
ε

pri xto dobivame:

〈
˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · ˜

x
−k−1/2
− (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=
2r+k

(2r − 1)!! (2k − 1)!!
· (−1)

εr+k

d∫
−c

ψ (−εw)

d∫
w

ϕ(r) (t)×

×
w∫
c

(t− w)−
1
2 (w − s)−

1
2ϕ(k) (s) dsdtdw (3.61)

Funkcijata ψ ḱe ja razvieme vo Tajlorov red:

ψ (−εw) =

r+k∑
i=0

ψ(i) (0)

i!
(−εw)i +

ψ(r+k+1) (ηw)

(r + k + 1)!
(−εη)r+k+1 (3.62)
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kade 0 < η < 1.
Zamenuvame (3.62) vo (3.61) so xto dobivame:〈
˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · ˜

x
−k−1/2
− (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=
2r+k

(2r − 1)!! (2k − 1)!!
· (−1)

εr+k

r+k∑
i=0

(−1)iεiψ(i) (0)

i!
× (3.63)

×
d∫
−c

wi
d∫

w

ϕ(r) (t)

w∫
c

(t− w)−
1
2 (w − s)−

1
2ϕ(k) (s) dsdtdw +O (ε)

Sledno, ḱe napravime promena na redosledot na integri-
raǌe vo posledniot integral:〈

˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · ˜

x
−k−1/2
− (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=
2r+k

(2r − 1)!! (2k − 1)!!
· (−1)

εr+k

r+k∑
i=0

(−1)iεiψ(i) (0)

i!
×

×
d∫
−c

ϕ(r) (t)

t∫
c

ϕ(k) (s)

t∫
s

(t− w)−
1
2 (w − s)−

1
2widwdsdt+O (ε)

=
2r+k

(2r − 1)!! (2k − 1)!!
· (−1)

εr+k

r+k∑
i=0

(−1)iεiψ(i) (0)

i!
· Ii +O (ε)

(3.64)

kade oznaqivme

Ii =

d∫
−c

ϕ(r) (t)

t∫
c

ϕ(k) (s)

t∫
s

(t− w)−
1
2 (w − s)−

1
2widwdsdt (3.65)

Da go presmetame integralot
t∫
s

(t− w)−
1
2 (w − s)−

1
2widw.
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So smenata w − s = (t− s) v i so primena na binomnata
formula dobivame:

t∫
s

(t− w)−
1
2 (w − s)−

1
2widw =

=

1∫
0

(1− v)−
1
2 v−

1
2 [tv + s (1− v)]idv

=
i∑

p=0

i!

p! (i− p)!
tpsi−p

1∫
0

(1− v)i−p−
1
2 vp−

1
2 dv

=
i∑

p=0

i!

p! (i− p)!
tpsi−pB

(
p+

1

2
, i− p+

1

2

)
(3.66)

Odovde, za integralot Ii ḱe imame:

Ii =

d∫
−c

ϕ(r) (t)

t∫
c

ϕ(k) (s)

i∑
p=0

i!

p! (i− p)!
tpsi−pB

(
p+

1

2
, i− p+

1

2

)
dsdt

=

i∑
p=0

i!

p! (i− p)!
B

(
p+

1

2
, i− p+

1

2

) d∫
−c

tpϕ(r) (t)

t∫
c

si−pϕ(k) (s)dsdt

(3.67)

Da oznaqime

Ji,p =

d∫
−c

tpϕ(r) (t)

t∫
c

si−pϕ(k) (s)dsdt (3.68)

koj intergral ima nenulti vrednosti samo vo sluqaj koga p =
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r i i− p = k, t.e. i = r+ k, odnosno nenulti e samo integralot

Jr+k,r =

d∫
−c

trϕ(r) (t)

t∫
c

skϕ(k) (s)dsdt (3.69)

Sega ḱe go primenime ravenstvoto (3.54) vo (3.69) so xto
dobivame

Jr+k,r =

k∑
m=0

(−1)mk!

(k −m)!

d∫
−c

tr+k−mϕ(r) (t)ϕ(k−m−1) (t) dt (3.70)

Posledniot integral e razliqen od nula za r+ k−m = r, t.e.
m = k:

Jr+k,r = (−1)kk!

d∫
−c

trϕ(r) (t)ϕ(−1) (t)dt

= (−1)kk!

d∫
−c

trϕ(r) (t)

t∫
c

ϕ (s) dsdt (3.71)

Go menuvame redosledot na integriraǌe i uxte ednax go
primenuvame ravenstvoto (3.54) so xto dobivame:

Jr+k,r = (−1)k+1k!

d∫
−c

ϕ (s)

s∫
d

trϕ(r) (t) dtds

= (−1)k+1k!

r∑
m=0

(−1)mr!

(r −m)!

d∫
−c

sr−mϕ (s)ϕ(r−m−1) (s) ds(3.72)

Posledniot integral ima vrednost razliqna od nula samo
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za m = r, pa spored toa:

Jr+k,r = (−1)r+k+1r!k!

d∫
−c

ϕ (s)ϕ(−1) (s)ds

= (−1)r+k+1r!k!

d∫
−c

ϕ (s)

 s∫
c

ϕ (t) dt

ds
= (−1)r+k+1r!k!

d∫
−c

 s∫
c

ϕ (t) dt

d
 s∫
c

ϕ (t) dt



= (−1)r+k+1r!k!
1

2

 s∫
c

ϕ (t) dt

2∣∣∣∣∣∣
d

−c

=
(−1)r+k+1

2
r!k! (3.73)

Odovde,

Ir+k =
(r + k)!

r!k!
· (−1)r+k+1

2
r!k!B

(
p+

1

2
, i− p+

1

2

)
=

(−1)r+k+1

2
(r + k)!B

(
r +

1

2
, k +

1

2

)
(3.74)

Vrednosta na beta funkcijata e:

B

(
r +

1

2
, k +

1

2

)
=

(2r − 1)!! (2k − 1)!!π

2r+k
· 1

(r + k)!
(3.75)

pa zamenuvajḱi (3.75) vo (3.74) se dobiva:

Ir+k =
(−1)r+k+1

2r+k+1
(2r − 1)!! (2k − 1)!!π (3.76)
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Koneqno, za proizvodot na obopxtenite funkcii razgle-
dani vo teoremata dobivame:〈

˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · x−k−1/2

− (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=
2r+k

(2r − 1)!! (2k − 1)!!
· (−1)

εr+k
· (−1)r+kψ(r+k) (0)

(r + k)!
×

×(−1)r+k+1

2r+k+1
(2r − 1)!! (2k − 1)!!π +O (ε)

=
π

2 (r + k)!
ψ(r+k) (0) +O (ε)

=
π

2 (r + k)!

〈
δ(r+k) (x) , ψ (x)

〉
+O (ε) (3.77)

Ako puxtime ε → 0 ḱe go dobieme ravenstvoto (3.55) vo
Teoremata 3.2.7, so xto ovaa teorema e doka�ana.2

Teorema 3.2.8. Za proizvodot na obopxtenite funkcii ˜
x
−r−1/2
+

i x̃
k−1/2
− koga r = 0, 1, 2, . . . , k = 0, 1, 2, . . . i r ≥ k vo G(R) postoi

asocirana distribucija i pritoa va�i:

˜
x
−r−1/2
+ · x̃k−1/2

− ≈ Cr,kδ(r−k) (x) (3.78)

kade

Cr,k =
(−1)r (2k − 1)!!k!r!π

2(4k − 1)!! (2r − 1)!! (r − k)! (r + k)!
× (3.79)

×
2k∑
q=0

(−1)q
(

2k
q

)(
r − k
k − q

)
(2 (r + q)− 1)!! (2 (k − q)− 1)!!

Dokaz. Prvata obopxtena funkcija vo D′ e definirana so
(3.56) vo prethodnata teorema, dodeka vtorata obopxtena
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funkcija vo D′ e definirana so:

x
k−1/2
− =

(2k − 1)!!2k

(4k − 1)!!
· ∂

k

∂x
(−x)2k−1/2 (3.80)

Da gi vgradime ovie dve obopxteni funkcii vo G(R).

Za proizvolno ϕ ∈ A0(R) mo�e da pretpostavime deka suppϕ(x) ⊆
[c, d] , bez gubeǌe na opxtosta. Primenuvajḱi go praviloto za
vgraduvaǌe vo Kolomboova algebra, kako i smenata t = (y −
x)/ε gi dobivame pretstavnicite na obopxtenata funkcija
˜
x
−r−1/2
+ vo Kolomboovata algebra:

˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) = (−1)r · 2r

(2r − 1)!!
· 1

ε
· ∂

r

∂x

∞∫
0

y−
1
2ϕ

(
y − x
ε

)
dy

= (−1)2r · 2r

(2r − 1)!!
· 1

εr+1
·
∞∫

0

y−
1
2ϕ(r)

(
y − x
ε

)
dy

=
2r

(2r − 1)!!
· 1

εr
·

d∫
−x

ε

(x+ εt)−
1
2ϕ(r) (t) dt (3.81)

koi imaat vrednost nula za d < −x
ε .

Analogno, koristejḱi ja smenata s = y−x
ε gi dobivame pret-
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stavnicite i na drugata obopxtena funkcija od teoremata:

x̃
k−1/2
− (ϕε, x) =

(2k − 1)!!

(4k − 1)!!
· 2k · 1

ε
· ∂

k

∂x

0∫
−∞

(−y)2k−1/2ϕ

(
y − x
ε

)
dy

=
(2k − 1)!!

(4k − 1)!!
· 2k · (−1)k

εk+1

0∫
−∞

(−y)2k−1/2ϕ(k)

(
y − x
ε

)
dy

=
(−1)k2k (2k − 1)!!

(4k − 1)!!
· 1

εk

−x/ε∫
c

(−x− εs)2k−1/2ϕ(k) (s) ds

koi imaat vrednost nula za c > −x
ε .

Da go presmetame proizvodot na ovie dve obopxteni funkcii
vo Kolomboovata algebra. Za proizvolno ψ(x) ∈ D(R) ḱe
imame:〈

˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · x̃k−1/2

− (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=

∞∫
−∞

˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · x̃k−1/2

− (ϕε, x)ψ (x) dx

=
(−1)k2r+k (2k − 1)!!

(4k − 1)!! (2r − 1)!!
· 1

εr+k

cε∫
−dε

ψ (x)×

= ×
d∫

−x/ε

(x+ tε)−1/2ϕ(r) (t)

−x/ε∫
c

(−x− εs)2k−1/2ϕ(k) (s) dsdtdx

Vo posledniot integral ḱe ja vovedeme smenata w = −x/ε so
xto dobivame:
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〈
˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · x̃k−1/2

− (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=
(−1)k2r+k (2k − 1)!!

(4k − 1)!! (2r − 1)!!
· 1

εr+k

−c∫
d

ψ (−εw)

d∫
w

(−εw + tε)−1/2ϕ(r) (t)×

×
w∫
c

(εw − εs)2k−1/2ϕ(k) (s) (−ε) dsdtdw

=
(−1)k+12r+k (2k − 1)!!

(4k − 1)!! (2r − 1)!!
· 1

εr−k

−c∫
d

ψ (−εw)

d∫
w

ϕ(r) (t)×

×
w∫
c

(t− w)−1/2(w − s)2k−1/2ϕ(k) (s) dsdtdw (3.82)

Koristime Tajlorov razvoj za funkcijata ψ:

ψ (−εw) =
r−k∑
i=0

ψ(i) (0)

i!
(−εw)i +

ψ(r−k+1) (ηw)

(r − k + 1)!
(−εη)r−k+1 (3.83)

za 0 < η < 1, i so zamena vo prethodnoto ravenstvo dobivame:

〈
˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · x̃k−1/2

− (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=
(−1)k+12r+k (2k − 1)!!

(4k − 1)!! (2r − 1)!!
· 1

εr−k

r−k∑
i=0

ψ(i) (0)

i!
(−1)iεi ×

×
−c∫
d

wi
d∫

w

ϕ(r) (t)

w∫
c

(t− w)−1/2(w − s)2k−1/2ϕ(k) (s)dsdtdw

=
(−1)k+12r+k (2k − 1)!!

(4k − 1)!! (2r − 1)!!
· 1

εr−k

r−k∑
i=0

ψ(i) (0)

i!
(−1)iεi Ii +O (ε)
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Vo integralot

Ii =

−c∫
d

wi
d∫

w

ϕ(r) (t)

w∫
c

(t− w)−1/2(w − s)2k−1/2ϕ(k) (s)dsdtdw (3.84)

go menuvame redosledot na integriraǌe i ja koristime
smenata: w − s = (t− s) v so xto dobivame:

Ii =

−c∫
d

ϕ(r) (t)

t∫
c

ϕ(k) (s)

t∫
s

(t− w)−1/2(w − s)2k−1/2widwdsdt

=

−c∫
d

ϕ(r) (t)

t∫
c

ϕ(k) (s)

1∫
0

[(t− s) (1− v)]−1/2[(t− s) v]2k−1/2[(t− s) v + s]i (t− s)dvdsdt

=

−c∫
d

ϕ(r) (t)

t∫
c

ϕ(k) (s)

1∫
0

(t− s)2kv2k−1/2(1− v)−1/2[tv + s (1− v)]idvdsdt

(3.85)

So primena na binomnata formula go razlo�uvame izra-
zot [tv + s (1− v)]i pa za posledniot integral dobivame:

Ii =

−c∫
d

ϕ(r) (t)

t∫
c

ϕ(k) (s)
i∑

p=0

(
i
p

)
(t− s)2ktpsi−p

1∫
0

v2k−1/2+p(1− v)i−p−1/2dvdsdt

=

i∑
p=0

(
i
p

)
B

(
2k + p+

1

2
, i− p+

1

2

) −c∫
d

ϕ(r) (t)

t∫
c

(t− s)2ktpsi−pϕ(k) (s)dsdt

=

i∑
p=0

(
i
p

)
B

(
2k + p+

1

2
, i− p+

1

2

)
· Ji,p (3.86)
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kade oznaqivme

Ji,p =

−c∫
d

ϕ(r) (t)

t∫
c

(t− s)2ktpsi−pϕ(k) (s)dsdt (3.87)

Uxte ednax ja primenuvame binomnata formula, so xto
za integralot Ji,p dobivame:

Ji,p =

2k∑
q=0

(
2k
q

)
(−1)q

−c∫
d

t2k−q+pϕ(r) (t)

t∫
c

si−p+qϕ(k) (s)dsdt (3.88)

Posledniot integral e razliqen od nula vo sluqaj koga
i − p + q = k i 2k − q + p = r, t.e. za i = r − k i p = r − 2k + q =
i + q − k, a imajḱi vo predvid deka p = 0, i, dobivame deka
neravenstvoto q−k ≤ 0 treba da e zadovoleno, od kade q = 0, k,
pa za integralot Ji,p ḱe dobieme:

Jr−k,r−2k+q =
k∑
q=0

(
2k
q

)
(−1)q

−c∫
d

trϕ(r) (t)

t∫
c

skϕ(k) (s)dsdt

=

k∑
q=0

(
2k
q

)
(−1)q

k∑
m=0

(−1)mk!

(k −m)!

−c∫
d

tr+k−mϕ(r) (t)ϕ(k−m−1) (t)dt

(3.89)

pri xto vo presmetkite go primenivme ravenstvoto (3.54).
Posledniot integral e razliqen od nula samo vo sluqajot
r + k −m = r, t.e. m = k i togax dobivame:

Jr−k,r−2k+q =
k∑
q=0

(
2k
q

)
(−1)q+kk!

d∫
−c

trϕ(r) (t)ϕ(−1) (t) dt

=
k∑
q=0

(
2k
q

)
(−1)q+kk!

d∫
−c

trϕ(r) (t)

t∫
c

ϕ (s)dsdt(3.90)
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Ako go smenime redosledot na integriraǌe i go primenime
ravenstoto (3.54) uxte ednax, ḱe dobieme:

Jr−k,r−2k+q =
k∑
q=0

(
2k
q

)
(−1)q+kk! (−1)

d∫
−c

ϕ (s)

s∫
d

trϕ(r) (t)dtds

=
k∑
q=0

(
2k
q

)
(−1)q+k+1k!

r∑
m=0

(−1)mr!

(r −m)!

d∫
−c

sr−mϕ (s)ϕ(r−m−1) (s) ds

koj xto integral e razliqen od nula samo za m = r xto
znaqi vo vtorata suma vo posledniot izraz edinstveniot
nenulti sobirok go dobivame za m = r, pa od tamu ḱe imame:

Jr−k,r−2k+q =
k∑
q=0

(
2k
q

)
(−1)q+k+1k!(−1)rr!

d∫
−c

ϕ (s)ϕ(−1) (s) ds

=
k∑
q=0

(
2k
q

)
(−1)q+k+r+1k!r!

d∫
−c

ϕ (s)

 s∫
c

ϕ (t) dt

 ds

=
k∑
q=0

(
2k
q

)
(−1)q+k+r+1k!r! · 1

2
(3.91)

Pogore dobivme deka ravenstvata i = r − k i p = r − 2k + q
treba da bidat zadovoleni, xto znaqi:(

i
p

)
=

(
r − k

r − 2k + q

)
=

(r − k)!

(r − 2k + q)! (k − q)!
=

(
r − k
k − q

)
(3.92)

pa so zamena na (3.92) i (3.91) vo (3.86) za integralot Ii
dobivame:

Ir−k =
k∑
q=0

(
2k
q

)(
r − k
k − q

)
(−1)q+k+r+1B

(
r + q +

1

2
, k − q +

1

2

)
k!r! · 1

2

(3.93)
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Na kraj, za proizvodot na obopxtenite funkcii razgledani
vo Teorema3.2.8, dobivame:〈

˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · x̃k−1/2

− (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=
(−1)k+12r+k (2k − 1)!!

(4k − 1)!! (2r − 1)!!
· 1

εr−k
· ψ

(r−k) (0)

(r − k)!
(−1)r−kεr−k ×

×
k∑
q=0

(
2k
q

)(
r − k
k − q

)
(−1)q+k+r+1B

(
r + q +

1

2
, k − q +

1

2

)
k!r! · 1

2
+O (ε)

=
(−1)k2r+k−1 (2k − 1)!!k!r!

(4k − 1)!! (2r − 1)!! (r − k)!
ψ(r−k) (0)×

×
k∑
q=0

(
2k
q

)(
r − k
k − q

)
(−1)qB

(
r + q +

1

2
, k − q +

1

2

)
+O (ε) (3.94)

Ja presmetuvame vrednosta na beta funkcijata

B

(
r + q +

1

2
, k − q +

1

2

)
=

(2 (r + q)− 1)!! (2 (k − q)− 1)!!

2r+k (r + k)!
π (3.95)

i istata ja zamenuvame vo (3.94) so xto dobivame:

〈
˜
x
−r−1/2
+ (ϕε, x) · x̃k−1/2

− (ϕε, x) , ψ (x)

〉
=

=
(−1)k (2k − 1)!!k!r!π

2(4k − 1)!! (2r − 1)!! (r − k)! (r + k)!
ψ(r−k) (0)×

×
k∑
q=0

(−1)q
(

2k
q

)(
r − k
k − q

)
(2 (r + q)− 1)!! (2 (k − q)− 1)!! +O (ε)

= Cr,k · (−1)(r−k)ψ(r−k) (0) +O (ε)

= Cr,k

〈
δ(r−k) (x) , ψ (x)

〉
+O (ε) (3.96)
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kade oznaqivme:

Cr,k =
(−1)r (2k − 1)!!k!r!π

2(4k − 1)!! (2r − 1)!! (r − k)! (r + k)!
×

×
k∑
q=0

(−1)q
(

2k
q

)(
r − k
k − q

)
(2 (r + q)− 1)!! (2 (k − q)− 1)!!

(3.97)

Ravenstvoto (3.96), koga ε→ 0, go dava ravenstvoto (3.78) od
Teorema 3.2.8 so xto i ovaa teorema e doka�ana. 2
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Glava 4

Zakluqok i plan za ponatamoxni istra�uvaǌa

Najgolem del od istra�uvaǌata koi xto se napraveni vo
ramki na ovaa doktorska disertacija dadoa novi i origi-
nalni nauqni rezultati koi se veḱe objaveni vo meǵunarodni
nauqni spisanija, a nekoi od niv se prezentirani i na meǵuna-
rodni nauqni konferencii, so xto e daden eden nauqen pri-
dones vo teorijata na distribucii, konkretno vo delot na
presmetuvaǌe proizvod na distribucii, xto se javuva kako
eden od glavnite problemi na teorijata na distribucii.
Objavenite i prezentirani rezultati se dostapni na drugi
nauqnici koi ḱe mo�e da gi primenat istite pri analiziraǌe
i rexavaǌe na razliqni problemi vo soodvetni nauqni po-
draqja, a najmnogu vo problemi od oblasta na fizikata,
aerodinamikata, elektrotehnikata, no i vo razliqni oblasti
od matematikata.

Naxite ponatamoxni istra�uvaǌa ḱe bidat nasoqeni pov-
torno kon presmetuvaǌe na proizvodi na distribucii koi vo
klasiqnata teorija ne se definirani, no i kon primena na
Kolomboovite algebri vo razliqni oblasti od matematikata.
Kolomboovite algebri naoǵaat golema primena vo rexava-
ǌeto na diferencijalni i parcijalni diferencijalni ra-
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venki [27, 29, 41, 44, 48] bidejḱi ovozmo�uvaat da se naj-
dat rexenija (vo prostorot od distribucii) koi so klasiq-
nata teorija ne mo�at da se opredelat. Pri istra�uva-
ǌata naidovme i na poveḱe trudovi, objaveni voglavno vo
poslednite nekolku godini, vo koi mo�e da se vidi pri-
mena na Kolomboovite algebri i vo stohastiqkite procesi
[4, 35, 47]. Nax plan e pokraj presmetuvaǌe na proizvodi na
distribucii, istra�uvaǌata da gi nasoqime i kon primena
na Kolomboovite algebri vo nekoja od ovie oblasti.
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