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Abstract

The Stefan problem is a particular kind of a free boundary problem which mo-
dels phase transition phenomena, for example melting of ice and freezing of water. We
study a one-phase quasistationary Stefan problem

Au=20 in
V+ou=0 onl,
u=aV +k only

['0) =Ty

The new point is that the relaxation coefficient a is a function and not a constant.
We first assume that a is strictly positive. We obtain a short time solution in suitable
Holder spaces. Next we address the case a > 0 which turns out to be considerably
more difficult. We also obtain a short time solution under the asumption that a result
of Taira on the solvability of a degenerate boundary value problem extends in a
appropriate way. We use techniques and results from the theory of abstract parabolic
evolution equations, theory of maximal regularity, interpolation spaces, pseudodiffe-

rential operators and bounded H*°-calculus.

2010 Mathematics Subject Classification: 35R35, 35B65, 35J70
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Zusammenfassung

Das Stefan-Problem ist ein spezielles Problem mit freiem Rand, das Ph&nomene
der Phaseniibergidnge modelliert, wie zum Beispiel das Schmelzen von Eis und die
Erstarrung von Wasser. Wir studieren quasistationéres ein Einphasen-Stefan-Problem

Au=0 in
V4+0ou=0 auf I’y
u=aV +rx aufly
') =Ty

Der neue Punkt ist, dass der Relaxationskoeffizient a eine Funktion und keine Kon-
stante ist. Zundchst nehmen wir an, dass a strikt positiv ist. Wir erhalten eine
Kurzzeitlosung in geeigneten Holderrdumen. Als néchstes betrachten wir den Fall
a > 0, der sich als weit schwieriger herausstellt. Wir erhalten auch eine Kurzzeitlosung
unter der Annahme, dass man ein Ergebnis von Taira iiber die Losbarkeit von degene-
rierten Randwertprobleme in geeigneter Weise erweitern kann. Wir benutzen Techniken
und Ergebnisse aus der Theorie der abstrakten parabolischen Evolutionsgleichungen,
Theorie der maximalen Regularitdt, Interpolationsrdume, Pseudodifferentialoperato-
ren und beschrankten H*°-Kalkiil.

2010 Mathematics Subject Classification: 35R35, 35B65, 35J70
Schlagworter: Stefan-Problem, freies Randwertproblem, Oblige Derivative Problem
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Kapitel 1
Einleitung

Die Transformation der Materie war schon immer ein zentrales Problem vieler wissen-
schaftlicher Untersuchungen. In diesem Zusammenhang steht auch das Stefan-Problem.
Das Stefan-Problem ist ein in seiner mathematischen Formulierung freies Randwertpro-
blem, das die Phaseniibergénge von Schmelzen und Erstarrung eines einkomponentigen
Mediums in einem Zweiphasensystem aus Festkorper und Fliissigkeit modelliert. Ur-
spriinglich hat der slowenische Mathematiker und Physiker Josef Stefan (1835-1893)
ein Modell entworfen, das die Eisbildung im Polarmeer beschreibt (siche [68], [69]).
Nach ihm wird das Problem der Beschreibung solcher Vorgéinge Stefan-Problem ge-
nannt. Fiir detaillierte historische Darstellungen der &lteren Ergebnisse verweisen wir
auf die Monographie [66]. Fiir die neuen Ergebnisse sind die Monographien [56], [75]
und die Arbeiten [20], [64] lesenswert. Zum Stefan-Problem und freien Randproblemen
existiert eine riesige Literatur. Das Problem, eine vollsténdige Bibliographie iiber Er-
gebnisse zum Stefan-Problem anzufertigen, scheint offen zu sein. Ein guter Versuch ist
in [74] gemacht.

Zur Zeit t = 0 sei Qy C R™,n > 2, das Gebiet in dem die fliissige Phase €; und die feste
Phase {2, enthalten sind. Die beiden Phasen sind durch den Rand I'y getrennt. Mit dem
zeitlichen Verlauf andert sich das Gebiet und hat zur Zeit ¢ die Form €2; mit dem Rand
[y, der unbekannt ist. Die Temperatur, die wir mit u(z,t) bezeichnen, ist ebenfalls
unbekannt. Wir betrachten die Phaseniibergénge in einer endlichen Zeit, d.h. wir be-
trachten ¢ in einem Interval ¢ € [0, 7] fur 7" > 0. Es sollen also im Stefan-Problem der
freie Rand I'; und die Temperatur u bestimmt werden. Als néchstes geben wir die Glei-
chungen, die von diesen unbekannten Groéflen erfiillt sind. Die Warmeleitungsgleichung

pcy O = ANAu (1.1)

mit Au = Y7 | 02u, dem Laplaceoperator und der Massendichte p, ist in beiden Phasen
erfiillt. Wir nehmen vereinfachend an, dass die Diffusionskonstante A und die spezifi-
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sche Warmekapazitéit cy konstant und insbesondere jeweils in beiden Phasen gleich
sind. Eine weitere Annahme ist, dass die Diffusionskonstante A grof} ist. In diesem Fall
ist 2% klein und wir konnen die Zeitableitung in (1.1) vernachldssigen. Deswegen be-
trachten wir die Laplacegleichung Au = 0. In diesem Zusammenhang spricht man von
einem quasistationidren Stefan-Problem.

Wenn die Temperatur in einer der beiden Phasen identisch konstant ist, dann spricht
man von dem Einphasen-Stefan-Problem, obwohl es tatsédchlich zwei Phasen gibt.
Bei dem Zweiphasen-Stefan-Problem ist die Temperatur in den beiden Phasen un-
bekannt. Wir werden uns mit dem Einphasen-Stefan-Problem beschéftigen.

Welche Gleichungen sind aber nun an der Phasengrenze I'; zu fordern? Hier gibt es
mehrere Moglichkeiten.

Im klassischen Stefan-Problem wird vorausgestzt, dass auf der Phasengrenze I'; im-
mer Gleichgewicht herrscht, d.h. die Temperatur v auf I'; ist konstant und gleich der
Schmelztemperatur ug. Im Fall vom Schmelzen von Eis ist das einfach

u=0 aufI}.

Dieses Modell geht davon aus, dass in der fliissigen Phase u > u; gilt und in der festen
Phase u < w,. Dann ist das Problem aber sehr einfach: Haben wir die Temperatur

u(t, ) gefunden, so ergeben sich die feste und fliissige Phase a posteriori als die Mengen
Qs(t) =A{x : u(t,z) < us}

und

Q(t) ={x :u(t,z) > us}.

Dieses urspriingliche Modell ist aber vor allem aus thermodynamischer Sicht proble-
matisch, da es keine metastabilen Zusténde zulésst. Es ist ndmlich durchaus moglich,
Fliissigkeiten zu unterkiihlen und Festkorper zu iiberhitzen. So kann zum Beispiel in
der fliissigen Phase, die sich in der Ndhe der Phasengrenze befindet, die Temperatur un-
terhalb der Schmelztemperatur liegen. Da die Temperatur an der Phasengrenze stetig
ist, ist in diesem Fall auch u < u, auf I';. Wenn keine Unterkiihlung oder Uberhitzung
beim Schmelzen gewisser Stoffe stattfindet, dann gibt es aulerdem eine Region der
Phasengrenze, in der der Stoff weder vollkommen fliissig noch vollkommen fest ist.
Diese Region befindet sich in einem breiartigen Zustand, das heif3t, feste Teilchen sind
in der Fliissigkeit enthalten oder umgekehrt, und wird " mushy region” genannt. I'; weist
dann ein Inneres auf und kann in der mathematischen Modellierung nicht mehr als eine
Hyperfliche betrachtet werden. Die Annahme der konstanten Phasengrenztemperatur
ist also mathematisch bequem aber physikalisch unplausibel, und wir lassen sie weg.
Mushy regions sind in der Arbeit [51] untersucht worden.

Die Existenz der lokalen klassischen Losung fiir das eindimensionale Zweiphasen-Stefan-
Problem ist in [16] gezeigt. Die multidimensionale Version hat Meirmanov 1979 in [57]
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untersucht. Das gleiche Ergebnis hat Hanzawa [44] fiir das Einphasen-Problem mit ei-
ner Anwendung des Satzes von Nash-Moser von der Impliziten Funktion erhalten.
Die Beobachtung von "mushy regions”hat zu schwachen Formulierungen des Stefan-
Problems gefithrt. S. Kamenomostskaja [46] und O. Oleinik [60] haben den Begriff
der schwachen Losung fiir das Stefan-Problem eingefiihrt und deren Eindeutigkeit und
globale Existenz gezeigt. Dariiber hinaus haben sie auch gezeigt, dass jede klassische
Losung notwendigerweise mit der schwachen Losung iibereinstimmt. A. Friedman [38]
hat mit anderen Methoden (Maximumsprinzip) diese Ergebnisse verallgemeinert. Die
Physiker waren sich allerdings uneinig, ob diese schwache Formulierung wirklich phy-
sikalisch sinnvoll ist.

Bereits die schwachen Losungen sind eindeutig und nach dem Ergebnissen von S. Ka-
menomostskaja und O. Oleinik gilt das gleiche dann auch fiir die klassischen Lésungen.
Wann sind aber die schwachen Losungen klassisch? Mit dieser Frage, also mit der Re-
gularitidt der Phasengrenze beschéftigt sich die Arbeit von D. Kinderlehrer und L.
Nirenberg [47] von 1978. Nach einer von G. Duvaut [25] vorgeschlagenen Umformulie-
rung des Problems in eine Variationsungleichung, und mit Anwendung von Ergebnisse
iiber den freien Rand von elliptischen Variationsungleichungen von L. Caffarelli [11],
haben die Autoren die Existenz klassischer Losungen gezeigt. Weitere Resultate iiber
die Regularitét des freien Rands kann man in [12] finden.

Die Stetigkeit der Temperatur fiir das mehrdimensionale Einphasen-Stefan-Problem ist
in [14] gezeigt und das gleiche Ergebnis fiir das Zweiphasen-Stefan-Problem in [13]. Als
Folgerung der Stefanbedingung, die unten erklért wird, ist der Gradient der Temperatur
an der Phasengrenze unstetig, und daher ist die Duvaut-Transformation erforderlich
um das Stefan-Problem in eine Variationsungleichung umzuwandeln.

Man konnte filschlicherweise glauben, dass die Zufuhr beziehungsweise Abnahme
von Wirmeenergie in ein physikalisches Zweiphasen-System immer zu Tempera-
turdnderungen in den Phasen fiithre. Es gibt aber Situationen, in denen dem physi-
kalischen System Wérmeenergie zugefiihrt oder entnommen wird, ohne dass dabei ir-
gendeine Temperaturinderung beobachtet wird. Bei einer solchen Situation findet aber
immer ein Phaseniibergang statt, d.h. die Phasengrenze I'; &ndert sich. Das Grundge-
setz der Physik iiber die Energie, der sogenannte Energieerhaltungssatz, fithrt uns
zu einer Gleichung an der Phasengrenze.

Sei v das duflere normale Vektorfeld an I';. Eine verniinftige Quantitéat, die die Bewe-
gung von ['; beschreibt, ist die Normalgeschwindigkeit V', d.h. die Geschwindigkeit in
Richtung von v. Mit d,u bezeichnen wir die Normalableitung von u(z,t). Physikalisch

gut begriindet ist die Bedingung
V+0,u=0 aufly,

genannt Stefanbedingung. Diese Bedingung folgt aus dem FEnergieerhaltungssatz,
dem Satz von Gaufl und einem Transporttheorem.



Bei den Phaseniibergéingen spielt die Form der Phasengrenze eine wichtige Rolle. Die
Kapillareffekte, die bei einer gekriimmten Phasengrenze auftreten, sind eigentlich der
Grund dafiir, dass die Temperatur an der Phasengrenze von der Schmelztemperatur
abweichen kann. Die Phaseniibergénge sind deswegen von der Geometrie des Gebiets
abhéngig, und diese Geometrie wird mathematisch durch die mittlere Kriimmung
dargestellt, die als Divergenz des dufleren Einheitsnormalenfelds gegeben ist
1
n—1

V-v

K =

Nach der iiblichen Konvention sei das Vorzeichen von x so gewéhlt, dass k > 0 gilt,
wenn die Phasengrenze des Festkorpers konvex ist. Auf dem Rand wird die Gleichung

u = 0 von der klassischen Formulierung des Stefan-Problems, durch die Gleichung
u=ok aufly (1.2)

ersetzt, wobei o der Oberflachenspannungskoeffizient ist, welcher positiv ist. In diesem
Fall ist die Positivitdt von o keine Konvention mehr, sondern hat eine physikalische Be-
griindung, auf die wir an dieser Stelle eingehen wollen. Im Laufe der Phaseniibergéinge
gibt es eine betrichtliche Aktivitdt von Atomen auf der Phasengrenze zwischen dem
Festkorper und der Fliissigkeit. Wenn die Oberfliche konvex ist, dann sind die Atome
der Oberfliche von weniger benachbarten Atomen umgeben als im Fall einer flachen
Oberfliche. Daher wird fiir einen Phaseniibergang weniger Energie gebraucht, und der
Phaseniibergang findet bei einer niedrigeren Temperatur statt. Die Phasengrenztem-
peratur ist also kleiner als die Schmelztemperatur. Im Fall von Wasser und Eis ist also
u < 0, und da nach Voraussetzung « < 0 ist, muss ¢ > 0 in (1.2) sein. Das ist die
Rechtfertigung fiir die Wahl des Vorzeichens von ¢ in (1.2). Diese Gleichung ist bekannt
als Gibbs-Thomson-Bedingung. Als Kuriosum erwahnen wir, dass als einer der
Namensgeber dieser Bedingung jeder von den drei Physikern William Thomson, der
spéatere Lord Kelvin, sein Bruder James Thomson und noch Joseph John Thomson
genannt wird. Der amerikanische Physiker Josiah Willard Gibbs (1839 - 1903) ist mehr
bekannt fiir das Gibbsche Phdnomen. Die Gibbs - Thomson Bedingung ist auch als
die geometrische Warmeleitungsgleichung bekannt. Eine Herleitung dieser Bedingung
als Minimum eines Energiefunktionals ist in [75], S.162 gegeben. Das ist vollig im
Einklang mit dem ”Prinzip der kleinsten Wirkung”’von Maupertuis, nach dem sich
viele natiirliche Vorgénge erkldren lassen. Resultate iiber Existenz und Regularitét
von Losungen fiir das Stefan-Problem mit der Gibbs-Thomson Bedingung kénnen in
[36], [63], [30], [53] gefunden werden.

Das verwandte quasistationdre Stefan-Problem mit Gibbs-Thomson-Bedingung ist
unter vielen Namen bekannt: Hele-Shaw-Problem mit Oberflichenspannung
alias Mullins-Sekerka-Problem alias Muskat-Problem alias... Die Liste ist
hochstwahrscheinlich unvollsténdig. Das Einphasen-Hele-Shaw-Problem mit Ober-
flachenspannung kommt aus der Stromungsmechanik und beschreibt das Verhalten
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von inkompressiblen viskosen Strémungen zwischen zwei eng benachbarten parallelen
Flachen. In [30] ist die globale Existenz bewiesen, wenn € in der Nihe einer Kugel
ist. In der Arbeit ist auch die Stabilitdt der Equilibrien gezeigt. In [77] wird auch
eine globale Losung bewiesen unter Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes.
Weitere Arbeiten, die sich mit diesem Problem beschéftigen sind [37], [31], [32]. Das
Muskat-Problem ist ein Zweiphasen-Freirandproblem, vorgeschlagen von Muskat
in 1934, das die Bewegung von zwei unvermischbaren Fluiden in pordsen Medien
modelliert. Mullins und Sekerka haben in [59] ein Modell vorgeschlagen, das die
Ostwald-Reifung bei Phaseniibergéingen von Materialien mit vernachlassigharen spezi-
fischen Warmemengen beschreibt. Die Kriimmung des freien Rands ist von Friedman
und Jensen in [42] untersucht worden.

Eine weitere Randbedingung, die anstelle der Gibbs-Thomson-Bedingung in vielen

Modellierungen vorkommt, ist
u=aV aufl}y.

Hier ist « eine positive Konstante, und in diesem Fall spricht man von Stefan-Problem
mit kinetischer Unterkiihlung. Ergebnisse lassen sich in [33], [34], [39], [52], [36],
[37] finden.

Man kann natiirlich die beiden Bedingungen auf dem freien Rand zugleich betrachten

u=aV +ok

wie zum Beispiel in den Arbeiten [18], [63], [53].

Wenn von einer Losung des Stefan-Problems die Rede ist, denkt man meistens an
eine lokale Losung, also eine Losung auf einem endlichen Intervall [0,77). Manchmal
aber existieren Losungen fiir jedes vorgegebene T > 0. Neben den schon erwihnten
Arbeiten [30] und [77], in denen die Existenz einer globalen Losung gezeigt wird, sei
auch die Arbeit [50] erwdhnt, in der zum ersten Mal der leistungsstarke Schauder-
sche Fixpunktsatz auf ein Stefan-Problem angewandt wird. Im allgemeinen besitzt das
Stefan-Problem mit Gibbs-Thomson Bedingung aber keine globale Losung [58]. Au-
Berdem kann es bei den Losungen zu einem blow-up der Phasengrenze I'(¢) kommen
(siehe [5]). Die Losung T'(t) existiert fiir alle ¢t € [0,T'), aber

lim [[T(#)[| o = +-o00.

Das Ziel unserer Arbeit ist, das Stefan-Problem mit einer Randbedingung zu unter-
suchen, mit der die Phaseniiberginge gut modelliert werden. Die Phasengrenze im
Stefan-Problem I'; ist vorausgesetzt als eine Hyperfliche, d.h. {I';};>¢ ist eine evol-
vierende Familie von Hyperflichen in R", die diese Phasengrenze darstellt. In vielen
physikalischen Prozessen, bei denen die Oberflachenspannung eine wichtige Rolle spielt,



wie bei dem Stefan-Problem, ist die Evolution der Bewegung gegeben durch eine Va-
riation des mittleren Kriimmungsflusses

V(z,t) = —k(z,t).

Die Normalgeschwindigkeit in jedem Punkt der Phasengrenze ist gleich der mittle-
ren Kriimmung in diesem Punkt. Oft wird noch ein zusétzlicher Term zugefiigt, der

sogenannte ”forcing term” f, der die inneren Kréfte darstellt
Viz,t) = —k(x,t) + f(x,t).

Wir schlagen in dieser Arbeit eine allgemeinere Relaxierungsdynamik vor, die dhnlich
zu dem Modell mit kinetischer Unterkiihlung ist, den Koeffizienten o aber nicht als
konstant voraussetzt. Es wird die Randbedingung

u=aV +k (1.3)
gestellt mit einer nicht negativen Funktion
a(z,t) € C*(R"), a > 0.

1.0.1 Bemerkung. Es sei ausdriicklich bemerkt, dass in einem Teil dieser Arbeit die
Funktion a(zx,t) auch verschwinden darf, im Gegensatz zu der iiblichen Modellierung,
wo sie als strikt positiv und von Null weg beschrénkt vorausgesetzt wird.

Die Anfangsgeometrie I'g ist vorgegeben. Dann haben wir das System aus vier Glei-

chungen
A'LL =0 n Qt
V+ou=0 aufI';
u=aV +rx aufly
') =To. (1.4)

Als Anfangsbedingung kommt noch die bekannte Hyperfliche I'y dazu. Im Gegensatz zu
den klassischen Randproblemen wie dem Dirichletproblem oder dem Neumannproblem,
wo nur eine Randbedingung auftritt, haben wir im Stefan-Problem zwei Randbedin-
gungen. Dies mag das System als iiberdeterminiert erscheinen lassen, ist aber nicht,
da sich wegen der Bewegung der Phasengrenze ein weiterer Freiheitsgrad ergibt. Das
Stefan-Problem ist also ein freies Randwertproblem. Zur Losung wird es in ein Problem
auf einem festen Gebiet D mit Rand X transformiert. Wir miissen noch eine Regula-
ritdtsvoraussetzung an I'g machen, weil wir spéter fordern werden, dass sich der Rand
> des Gebiets D lokal als Graph einer Funktion darstellen 148t. Fiir den Fall @ > 0
fordern wir
Iy e C**
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und arbeiten mit Holderrdumen. Fiir den Fall @ > 0 entartet das Problem. Wir fordern
I'y € Cc*

im Fall von Sobolevraumen. Im ersten Kapitel wird die prézise mathematische Defi-
nition von Gebieten dieser Klasse gegeben. Wir miissen eine hohere Regularitéit an
das Gebiet voraussetzen, und nicht etwa C%“. Es wird im ersten Kapitel klar werden
warum.

In der Literatur existieren mehrere Resultate iiber die Konvergenz der Losungen des
Stefan-Problems gegen die Losungen des quasistationédren Stefan-Problems. Das heifit,
wenn man in (1.4) die erste Gleichung durch die Wérmeleitungsgleichung 0,u = Au
fiir ein kleines e ersetzt, und noch die Anfangsbedingung (0, ) = ug in £y betrach-
tet, dann approximieren fiir ¢ — 0 die Losungen des Stefan-Problems die Losungen
von (1.4). Der asymptotische Zusammenhang zwischen verschiedenen Modellen wie
Cahn-Hilliard, Allen-Cahn, Mullins-Sekerka, Gibbs-Thomson ist in [2], [79], [78], [15]
untersucht. In [62] wird gezeigt, dass das Phasenfeldmodell gegen eine schwache
Losung des Stefan-Problems mit Oberflichenspannung konvergiert. Die Eindeutigkeit
der Losung ist nicht gezeigt. Eine Untersuchung des asymptotischen Verhalten des
Stefan-Problems ist von Matano in [55] gemacht worden. Er hat bewiesen, dass nach
einer endlichen Zeit jede schwache Losungen klassisch wird und dass sich die Form des
freien Randes fiir £ — oo der Form einer Sphére néhert.

Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt. In Kapitel 2 wird das Stefan-Problem mittels
der Hanzawa-Transformation in ein System von Gleichungen auf einem festen Ge-
biet transformiert. Je nachdem ob die Funktion a in (1.4) als nichtnegativ oder als
strikt positiv vorausgesetzt wird, stellt ein Teil dieses Systems ein singuldres oder
reguldres ” Oblique Derivative Problem” dar. In diesem Kapitel wird noch die mittlere
Kriimmung behandelt und die geometrischen Eigenschaften des Modells abgeleitet.
Im Kapitel 3 wird das Stefan-Problem in Holderrdumen gestellt, unter der Annahme
a > 0 in (1.4). Die Losung des ”Oblique Derivative Problem” gibt die unbekannte
Temperatur im Stefan-Problem. Diese Losung wird dann in die letzte Gleichung des
Systems eingesetzt. Die resultierende Gleichung ist eine Evolutionsgleichung. Diese
Evolutionsgleichung wird dann gelost und damit schliellich auch das Stefan-Problem.
Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
quasilineare parabolische Evolutionsgleichungen gezeigt und dieser dann auf das
Stefan-Problem angewandt. Die Existenz einer Zentrumsmannigfaltigkeit fiir die Evo-
lutionsgleichung unter einer Annahme an dem Kommutator [a'/2A,a'/?], mit A dem
Dirichlet-Neumann Operator, wird im vierten Abschnitt gezeigt. In Kapitel 4 wird
das Stefan-Problem in Sobolevraumen gestellt. Dabei darf die Funktion a auch ver-
schwinden. Wir erhalten hier Existenz und Eindeutigkeit einer Kurzzeitlésung unter
der Annahme, dass ein Satz von Taira aus der Arbeit [71] sich in geeigneter Weise
verallgemeinern lasst. Damit ist die Losbarkeit des quasistationéiren Stefan-Problems



auf die Losbarkeit eines Randwertproblems zuriickgefiihrt. Die Ergebnisse der beiden
letzten Kapiteln benutzen im Wesentlichen Techniken und Begriffe aus der Theorie
der maximalen Regularitit, Interpolationsrdume und Operatoren mit beschrinkten

Potenzen. Diesen ist der Anhang gewidmet.



Kapitel 2

Das quasistationire Stefan-Problem
als ein Problem mit freiem Rand

Wie bereits in der Einleitung bemerkt, ist das Stefan-Problem ein Problem mit freiem
Rand. Es wird in ein Problem auf ein festes Gebiet transformiert. Wir folgen in diesem
Kapitel der Darstellung in [48].

2.1 Die Transformation auf ein festes Gebiet

Es ist bequem, die Punkte von R™ mit (z’, x,,) zu bezeichnen, wobei 2’ die Abkiirzung
fir (x1,...,x,-1) ist. Gebiete im Raum sind ein natiirlicher Platz zur Untersuchungen
verschiedener Probleme aus der Physik und unterschiedlicher Randwertprobleme. Die
Regularitéat des Randes spielt dabei eine bedeutende Rolle und wird durch die folgende
Definition prézisiert.

2.1.1 Definition. (Gebiete der Klasse C"™®) Das Gebiet 2 C R™ heifit von der
Klasse C™ (092 € C™*), wenn es fiir jeden Randpunkt xy € 092 eine Umgebung U
und eine Funktion h € C"™*(R"~1) gibt, so dass nach geeigneter Umnumerierung der

Koordinaten
NU ={z= (2 ,2,) e R" : x, = h(2')}

QNU ={z=(2",2,) € R" : 2, < h(2")}
QNU={z=(/,2,) €ER": z, > h(z')}.

Die Gebiete der Klasse C%! heiflen auch Lipschitzgebiete.
Wir nehmen an, dass die Anfangshyperfliche I'y € C3 ist.

10



2.1 Die Transformation auf ein festes Gebiet 11

2.1.2 Bemerkung. Nach dieser Definition befindet sich das Gebiet Q2 lokal nur auf
einer Seite des Randes.
Gebiete werden haufig auch mit einer Funktion definiert.

2.1.3 Definition. Sei 2 C R" ein beschrianktes Gebiet. Die C""® Funktion p : R” — R,
m > 1, heiflt definierende Funktion fiir 2, wenn gilt

Q={zeR":p(x) <0}
Q = {z eR": p(z) >0}
Vp #0 fir allex € 0.

Eine einfache aber sehr niitzliche Beobachtung ist die folgende:

2.1.4 Bemerkung. Ein Gebiet € ist genau dann von der Klasse C", wenn es eine
definierende Funktion p € C™ fiir {2 gibt. Man sagt dann auch, dass der Rand 0f2
von der Klasse C"™ sei.

Wir betrachten ein fixiertes, glattes und beschrinktes Gebiet D in R™. Dann ist
der Rand X von D eine Hyperfliche in R". Bezeichnet v das &uflere Einheitsnorma-
lenfeld von ¥ und X die Funktion

X :3¥ X (=¢,c) > R"
(p,d) = p+dv(p),

so ist klar, dass X fiir hinreichend kleines ¢ ein Diffeomorphismus auf sein Bild ranX
ist, d.h.
X € Diff*(¥ x (—¢, ¢), ranX).

Wir nehmen an, dass fiir hinreichend kleines 7' > 0 die Rénder I';, 0 < ¢ < T, alle in

ranX liegen.
2.1.5 Bemerkung. Fiir festes p € X stellt die Abbildung
d— X(p,d)
eine Gerade in R" dar.
Wir wollen als néchstes I'; als Niveauflache, also als Bild dieser Funktion X dar-
stellen. Auch physikalisch ist es eine plausible Annahme, dass sich I' fiir kleine ¢, als

Graph iiber X in Normalenrichtung darstellen ldsst. Wir kénnen annehmen, dass es zu
jedem t > 0 Distanzfunktionen p; gibt,

pr: X = (—c¢c)
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so dass
Op 2 X =R, pr=p+p(p)v(p) (2.1)

Diffeomorphismen auf ran(6,,) = I'; sind.

2.1.6 Bemerkung. Die Distanzfunktion p; ist von derselben Regularitét wie I'; ([43],
Lemma 14.16).

Fir J :=[0,7] sei

p:JxX—=>R

(t,z) = p(t,z) = pi(z).
Wegen
X(p,pe(p)) = p+ pe(p)v(p) = 6,,(p)

folgt

y={zeR":2=X(p,plt,p), peci} (2.2)

Insbesondere ist

Man kann I'; auch als Nullstellenmenge einer Funktion darstellen. Sei
IIy s ran(X) — X

die Projektion auf ¥, d.h. zu jedem x € ran(X) gibt es ein eindeutiges y € ¥ mit
dist(x, X)=dist(z, y). Diese Abbildung ist wohldefiniert, da nach Voraussetzung X ein
Diffeomorphismus ist. Dann ist IIy(z) = y. Den mit Vorzeichen versehene Abstand von
x € ran(X) zu ¥ bezeichnen wir mit A(x).

A :ran(X) — (—c,0)

Ax) = dist(x,¥), z € R*\ D
| —dist(z,%), z€D.
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2.1.7 Bemerkung. Es gilt

Y ={zeR": A(z) = 0},

und A ist eine C*° Funktion, da nach Voraussetzung D ein glattes Gebiet ist.

Damit ist das Paar (IIz,A) die Inverse des Diffeomorphismus X. Wir bemerken,
dass Iy 0 0,, = Idy, fiir alle t > 0, aber (0, o Ily)(x) = x genau dann, wenn x € I'.
Es gilt, dass A(0,,(z)) = pi(z) fiir alle € 3. Dann ist fiir beliebiges z € ran(X),
A0, (IIx(x))) = pi(Ils(z)) und wir haben die folgende Darstellung von I';:

Ly = {0 € R Aw) = plt, Tis(2)}

2.1.8 Bemerkung. Wenn p = 0 ist, dann ist A(zx) = 0 fir alle x € R", also I'y = X,
fiir alle t > 0. In diesem Fall findet keine Evolution statt, und das freie Randproblem
(1.4) entartet in ein Problem mit festem Rand.

Mit der Einfithrung der Funktion

¢, J xran(X) — R,
(t,2) = A(x) — p(t, Tz (z)) (2:3)

ist klar, dass I'; die Nullstellenmenge der Funktion ¢, (¢, z) ist:

I={xeR":¢,(tz) =0} (2.4)

Wir bemerken, dass aus der Niveaudarstellung (2.2) von I'; dann folgt

¢p(t, X (p, p(t,p))) = 0. (2.5)

Diese Funktion ¢, hat einen nicht verschwindeden Gradienten.

2.1.9 Satz. Fir alle (t,z) € J x ran(X) gilt

Vad(t, @) # 0.
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Beweis. Sei p € ¥ mit x = X(p, pe(p)) = p + pe(p)v(p), d.h. 5 (x) = p. Wir rechnen
aus

pr(tv x + h’/(p)) - ¢p(tv x)
= Az +hv(p)) — pe(s(z + hv(p))) — Ax) + p(Ils(x))
= p(p) +h—pp) — pe(p) + pe(p)

= h
Daher ist
0
%¢P<t7$)
— lim ¢p<t7 T+ hy(p)) - ¢p(ta x)
h—0 h
= g =1

]

Folglich ist fiir einen Punkt x € I'; das Einheitsnormalenfeld v(¢,-) in = auf I';, mit
einem p € X, x = X(p, p(t,p)) gegeben durch

Vo,(t, )

Y00 = 196, ()

(2.6)

z=X (p,p(t,p))

Die mittlere Kriimmung von I'; ist

1 Vo,(t, )
K(t,z) = — 1V- (W) . (2.7)

Wir kénnen alle Diffeomorphismen 6, : ¥ — R", 0 <t < T, zusammenfassen mit der

Funktion
0,: J x ¥ —=R", (t,z) — 6, (x)

Um das Problem in ein Problem mit festem Rand umzuformulieren, miissen wir diese
Randdiffeomorphismen auf ¥ = 9D zu Diffeomorphismen auf dem ganzen Gebiet D

fortsetzen. Dazu kann man die sogenannte Hanzawa Transformation [44] benutzen.

2.1.10 Satz. Es emistiert ein Diffeomorphismus ©,, : R" — R™ mit

@pt’E = ept-

Beweis. Siehe [48]. O
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Mit der Einfithrung der Funktion
©,: JxR"=R", 0,(tz):=0,(r)

konnen wir nun die transformierten Operatoren definieren.
Die Transformation des Laplace-Operators A bzgl. ©,, bezeichnet mit A(p), ist defi-
niert durch

A(p)(uo©,) := (Au) 0 O,.

Setzen wir v := u 0 ©,, dann ist u = v 0 ©," und

Alplo = A(v08;")00,
= ©j0A(vo @;1)

= 0,0A 006

wobei ©7 und ©f die pull back und push forward Operatoren

O, :C(y) = C(X), u—uoO,
0r:C(X) = C(Iy), v—wvoB,!
sind. Analog dazu ist die Transformation B(p) der Ableitung in der Normalrichtung 0,

definiert durch
B(p)(uo©,):=0,uo0,.

Nach kurzer Rechnung erhélt man

Vo,
Vol

Wir fiithren die transformierte mittlere Kriitmmung H(p) durch

B(p)v =0,0VoOluv-

H(p) :=ko00,

ein. Die Regularitdt der mittleren Kriimmung H (p) spielt fiir die Losbarkeit des Pro-
blems eine entscheidende Rolle. Diese Regularitéit hangt von der Regularitéit der Fléche
> ab.
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2.1.11 Satz. Die mittlere Kriimmung H(p) ist eine CY*(X) oder W15(3) Funktion,
wenn die Fliche Y von der entsprechenden Klasse C*% oder W ist.

Beweis. Das folgt aus der Bemerkung 2.1.4 und (2.7). O

Sei x € I'y und sei s € ¥ mit z = X (s, p(s)). Dann ist die Normalgeschwindigkeit
gegeben durch (siehe [48]),
8tp<t7 S)
V(t,r) = ———"——.
Vaty(t, )]

Wir fithren die Funktion L,(t,s) := |V40,(t, %)|a=x(s,p(t,5)) €in, und bemerken, dass
wegen Satz 2.1.9 L,(t,s) eine strikt positive Funktion ist. Jetzt kehren wir zuriick zu
den Gleichungen.

Aquivalent zum System (1.4) ist das System

Au=0 in (2.8)

u+ad,u=r auf I}y (2.9)

V+0ou=0 aufl} (2.10)

['0) =T,. (2.11)

Wir transformieren nun dieses System auf das feste Gebiet D. Mit v := w0 ©,, und
0 = ao©,, hat es die Form

Alp)v =0 inJxD (2.12)

v+ 0B(p)v=H(p) aufJxX (2.13)

O+ L,B(p)v =0 auf J x 3 (2.14)

p(0) = po auf (2.15)

2.1.12 Bemerkung. Da ©, ein Diffeomorphismus ist, hat die Funktion d dieselben
Eigenschaften wie die Funktion a. Es gilt ndmlich § € C*(J x %), § > 0.

Wir werden die Operatoren A(p) und B(p) genauer untersuchen und eine explizi-
te Darstellung geben. Dafiir miissen wir die Funktion p prézisieren und fithren die
folgende Bezeichnung ein

U= {peC?(X):|pllw <0}

2.1.13 Bemerkung. Wir haben das Gebiet D als ein Gebiet der Klasse C%° vor-
ausgesetzt. Deswegen ist die randbeschreibende Funktion p € U auch von derselben
Klasse.
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2.1.14 Satz. Fir jedes p € U, ist der Operator A(p) ein gleichmdfig elliptischer
Operator, A(p) : C**(D) — C**(D), und es gilt

AP =~ 3 (s (1100
mat
9ij(p) = (9:0,,0;0,), g(p) = det(gi;(p)), (97(p)) = (9:5(p)) "
A€ C=(U, L(C>*(D), (D).

Beweis. Der Operator A(p) ist der Laplace-Beltrami Operator und seine Darstellung
ist bekannt. Wir schreiben

=30 v+z( S ) o

J

oder dquivalent

A(p)v = Z a;j(p v + Z a;(p

i,J

mit den Bezeichnungen a;;(p) := ¢" (p) und a;(p) := ﬁ >, 0597 (p)\/ 9(p).
[

2.1.15 Bemerkung. Wegen g;;(p) = (9,0,,0,0,) und 0, € C**(D), gilt fiir die
Koeffizienten des Operators A(p)

a;j(p) € C**(D), ai(p) € C**(D).
2.1.16 Satz. Fiir jedes p € U ist der Operator B(p) ein Randoperator,
B(p) : C**(D) — C*(%),

und es qilt
B e C™U, L(C*(D),CM*())).

Dariiber hinaus hat der Operator die Darstellung
_>
B(p)v=1b, - Vv
fiir ein nirgends tangentiales und nirgends verschwindendes Vektorfeld

b—p>:E—>R”.
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Beweis. Es sei (DO;") die Jakobi-Matrix von ©'. Dann ist mit v = u 0 ©,,

Blpw = 9,(v0,")08,

_ [V(v 061 %] 00,

v Vg,
_ {[(VU) 00 (DO)- %} 00,
_ W.[(p@;)o@p].(ﬁ@_gj{»)?
Wir setzen T
B = (00,00, (Tl)

T
Es ist wichtig zu beobachten, dass das Vektorfeld [ := (Vl‘bv”gjl")> nirgends tangential
an den Rand ¥ ist. Dann ist R

B(p)v = b, - Vv

%
mit b, # 0.

2.2  Zuriickfiihrung des Problems auf eine Evoluti-

onsgleichung

Unser Ziel ist, das System (2.12) - (2.15) auf eine einzige Evolutionsgleichung fiir p
zuriickzufithren. Wir behandeln zunéchst die ersten beiden Gleichungen

A(p)v =0 in JxD (2.16)
v+ 0B(p)v=H(p) auf Jx 3. (2.17)

Es handelt sich um ein bekanntes System, das fiir 6 > 0 in der Literatur unter den
Namen ”Oblique Derivative Problem”, Poincaré-Problem oder Randwertproblem mit
Randbedingung dritter Art bekannt ist. Hat 6 Nullstellen, so entartet das Problem. Wir

zeigen nun, wie man das Problem auf ein pseudodifferentiales Problem zuriickfiihren
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kann. Diese elegante Methode die von A.P.Calderén stammt, fithrt das Randwertpro-
blem (2.16) - (2.17) auf eine Pseudodifferentialgleichung auf dem Rand zuriick.
Sei nun K(p) der Losungsoperator des homogenen Dirichletproblems

A(p)jv = 0 inJxD (2.18)
v = g aufJx,

also K(p)g = v. Wir fiihren noch die Abkiirzung B(p)v := vv + 6B(p)v ein. Dann ist
mit 7 := BK, (2.16) - (2.17) dquivalent zu

Tv=H(p) auf J x X.
Wie formulieren das Ergebnis als

2.2.1 Satz. Fir den elliptischen Operator

n

Alp)o = aii(p)v + > aip)drw
mit v -
ai;(p) € C**(D), ai(p) € CH(D),

hat das Problem

Alp)v=0 in Jx D

v+ 0B(p)v=H(p) aufJ xX

eine Lisung v € C**(D) genau dann, wenn eine Lisung 1 € C**(D) der Gleichung

Ty =H(p) auf J X X

existiert.

Das ”Oblique derivative problem” (2.16) - (2.17) ist genau dann elliptisch, wenn die
entsprechende Funktion ¢ nirgends 0 ist. Wir kénnen daher zunéchst rein formal einen
Losungsoperator S(p) fir das Randwertproblem (2.16) - (2.17) definieren. Sei nun

v=35(p)H(p)
die Losung von (2.16) - (2.17). Mit Einsetzen in (2.14) erhalten wir eine Evolutions-
gleichung.
O+ L,B(p)S(p)H(p) = 0 (2.19)
p(0) = po.
Damit ist das Stefan-Problem auf das Losen einer einzigen Evolutionsgleichung mit
einer Anfangsbedingung zuriickgefiihrt.
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2.3 Die Rolle der mittleren Kriimmung

Wie schon erwéahnt, spielt bei dem Stefan-Problem die Geometrie des Gebiets eine wich-
tige Rolle, und deswegen miissen wir eine genaue Koordinatendarstellung des Operators
der mittleren Kriitmmung H (p) haben. Eine explizite Darstellung von H(p) ist in der
Arbeit [29] gegeben. Die Berechnung von H(p) ist miithsam, erfordert differentialgeo-
metrische Mittel und benutzt verschiedene Metriken.

Wir werden kurz schildern, welche die wichtigsten Schritte in der Rechnung sind. Dabei
werden die Eigenschaften der Funktion ¢, geschickt benutzt. Nach dem néchsten Lem-
ma existiert eine explizite Darstellung, wenn der Rand ¥ des Gebiets die Nullstellen-
menge einer Funktion ist. Das ist der Fall fiir I'; und ¥ ist nach der Konstruktion (2.1)
diffeomorph zu I';, also zu einer Hyperfliache die eine solche Darstellung besitzt. Wenn

kr, die mittlere Kriimmung von I'; ist, dann ist der transformierte Kriimmungsoperator
H(p) =0, kr, = kr, 00,

0, ist der Diffeomorphismus 6, : ¥ — I';. Aus dem folgenden grundlegenden Lemma
folgt das Resultat aus [29)].

2.3.1 Lemma. Sei S eine Hyperfliche in R™, so dass
S={zreR": p(xr)=0}

fiir eine C? Funktion . Wenn Vo # 0 auf S, dann ist die mittlere Kriimmung x von
S gegeben durch

IVellPAp — Y 0005 3%9@) :

ij=1

B 1
ICESVER

Beweis. Mit Hess ¢ := (ijgo)gszl, der Hesse-Matrix von ¢, beobachten wir dass

(V)T - Hessp

v (Ivel) = ey

Also

V( 1 )_ (V)T - Hess ¢
IVell IVel*

Die mittlere Kriimmung ist die Divergenz des Einheitsnormalenfelds
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m-ve = v (75)

1 1
= ———V -Vp+V (—) Vo
IVell IVell

Ap (V)T - Hessp - Vo
IVell IVel® '

Mit .
(V)" -Hess o - Vo = Y 00050 00
ij=1
ist das Lemma bewiesen. j O
Wir benotigen den folgenden fundamentalen
2.3.2 Satz. Die Krimmung H(p) trigt eine quasilineare Struktur: Es gilt
H(p) = P(p)p+ Q(p). (2.20)

Dabei ist fir hinreichend kleines p, P(p) ein gleichmdfig elliptischer positiver Diffe-

rentialoperator zweiter Ordnung. In lokalen Koordinaten s = (s1,...,8,-1) auf ¥ hat
P die Form B B

Z pjk asjask + Z p] )asj'

j,k=1 j=1

Beweis. Siehe [31, Lemma 3.2].

2.3.3 Bemerkung. pj;; sind analytische Funktionen von den ersten Ableitungen
von p und die p; analytische Funktionen von den ersten und zweiten Ableitungen
von p. Die Koeffizientenmatrix (p;x(p));r ist gleichméBig positiv. Ferner ist () eine

analytische Funktion von den ersten und zweiten Ableitungen von p. Fiir p € U gilt

also pjr, € C®(U,C**(X)), pj € C°(U,CH* (X)) und Q € C®U,CH*(%)).

Wir koénnen nun diese quasilineare Struktur der mittleren Kriimmung ausnutzen
um die Evolutionsgleichung (2.19) in der Form

dp+Alp)p = F(p),
p(0) = po (2.21)
mit
Alp) = L,B(p)S(p)P(p), Fl(p):=—L,B(p)S(p)Q(p)

darzustellen. Unsere Aufgabe ist nun diese Evolutionsgleichung zu 16sen.
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2.4 Geometrische Eigenschaften des Modells

Wir werden nun zeigen, dass die eingefithrte Relaxierungsfunktion o eine a prior:
Abschitzung des Oberflacheninhalts A(t) ermoglichen kann. Die Phasengrenze kann
sich zeitlich nicht beliebig entwickeln. Das Modell ist flachenverkleinernd und vo-
lumenerhaltend. Um das zu zeigen, bendtigen wir den

2.4.1 Satz. Sei |Q(t)| das Volumen des Gebiets Q0 und |A(t)| der Oberflicheninhalt
des freien Randes T'y. Dann gilt fiir die zeitliche Anderung des Volumens und des Ober-
flicheninhalts

d
Liow) = [ Vs,
o0l = [ vas

d
ZUAM)] =
o |A(t)] /1“ KV ds,

t

Beweis. Siehe z.B. S.462 in [6].
2.4.2 Satz. Fir den Oberflicheninhalt |A(t)| gilt

q
E|A(t)|:—/F oV2ds, — | |Vultde,

Q

und dann ist L) A(t)] < 0.

Beweis. Mit der Gibbs-Thomson-Bedingung, Stefan-Bedingung und der Greenschen
Formel erhalten wir aus dem letzten Satz

d
—|A®)| = d
Gl = [ was,

_ / Vs, + / Vs,
Iy Iy

— —/ aV2dsx—/ ud,u ds,
Ft Ft

= —/ aVids, — | |Vul*dx.
Ft Qt

Die zweite Behauptung ist nun klar.
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Die erste Folgerung ist, dass mit dem Zeitablauf die Oberfliche nur kleiner werden
kann, d.h. das Modell ist flachenverkleinernd.

2.4.3 Satz. Der Oberflicheinhalt |A(t)| ist eine nicht wachsende Funktion.

Beweis. Folgt aus 4|A(t)] < 0.

]

Die zweite Folgerung zeigt, dass der Gradient des Temperaturfeldes durch die Anfangs-

geometrie kontrolliert werden kann.

2.4.4 Korollar. FEs gilt
/ Vul? d dt < A(0).
o Jo,

Beweis. Aus dem Satz ergibt sich

d
—|A(t)] < - % dz.
FAmi <= [ v as

t

Mit Integration folgt die Behauptung.
O

2.4.5 Bemerkung. Diese letzte Folgerung konnte benutzt werden, um Regula-
ritdtsergebnisse schwacher Losungen des Stefan-Problems zu bekommen.

AuBlerdem ist das Modell volumenerhaltend, d.h. die zeitliche Anderung von
|Q(t)] ist 0.

2.4.6 Satz. Fir das Volumen |Q(t)| gilt 4|Q(t)] =0

Beweis. In der Tat, nach der Stefan-Bedingung und mit dem Satz von Gauf} folgt

i|Q(t)| = /Vdsm:— Oyuds,
Ft Ft

dt
= —/ Audr = 0.
Q



Kapitel 3

Der Fall a > 0

3.1 Die Lipschitz-Stetigkeit des Losungsoperators

In diesem Kapitel untersuchen wir das quasistationire Stefan-Problem mit einer strikt
positiven Funktion @ > 0 in (1.3). Es sei

peU:={peC>(2):|plcsacm < b}

mit hinreichend kleinem b > 0, a > 0. Wie schon gezeigt, fithrt die Transformation auf
ein festes Gebiet zu dem Randwertproblem mit schiefer Ableitung

Alp)v =0 in D (3.1)
v+ dB(p)v=H(p) auf X, (3.2)

mit H(p) € CH*(X).
Es ist wohlbekannt, dass das Oblique Derivative Problem

A(p)v=0 inD (3.3)
v+ dB(p)v=g auf X,

fir g € C1*(X) eine eindeutige Losung v € C**(D) besitzt ([43, Theorem 6.31]). Wir
konnen also einen Losungsoperator S(p) definieren, S(p) : g — v, und sind an dessen
qualitativen Eigenschaften interessiert.

3.1.1 Satz. Es sei 6 > 0 auf X. Fir jedes p € U ist der Operator
S(p) : C**(%) = C2*(D)
beschrinkt, und es gilt 0B(p)S(p) = 1d — ~vS(p).

24
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Beweis. Wir diirfen annehmen, dass die Funktion g global, also in dem ganzen Gebiet D
definiert ist. Dann ist die Norm ||g||1,» wohl definiert. Die erste Behauptung folgt aus der
Schauderschen Abschétzung. Es existiert ndmlich eine Konstante C' = C'(n,a, A\, A, D),
so dass

18(P)gll2.a < CIS(P)gll0 + llgll1.0)

Die zweite Behauptung ist eine einfache, aber duflerst wichtige Beobachtung, die un-
mittelbar aus der zweiten Gleichung folgt, wenn man fiir v den Losungsoperator S(p)g
einsetzt und diese Gleichung in der dquivalente Form

0B(p)S(p)g = g—7S(p)g
= [I[d—=~S(p)lg

schreibt. Also gilt dB(p)S(p) = 1d — vS(p). O
Man sollte erwarten, dass der Operator S als parameterabhéngiger Operator Lipschitz-
stetig ist. Das zeigen wir in diesem Abschnitt.

3.1.2 Satz. Fiir hinreichend kleines b ist der Lésungsoperator
S:U— L(CH(X),C*¥(D)),

pr—3S(plg

des folgenden Randwertproblems mit schiefer Ableitung

A(p)v =
v+ 0B(p)v

0
g
Lipschitz-stetig. Es existiert also eine Konstante C' > 0, so dass

1S(p1) = S(p2)ll 2(crom),c2amyy < Cllpr = p2llero),

fiir alle py,p2 € U.

Beweis. Wir fithren die Abkiirzung B(p)v = ~yv + 6B(p)v ein. Wir bezeichnen
mit S(p) die Inverse zu (g((z ))) Dann ist der Operator (g) ein Element von
C>U, L(C**(D),C*(D) & C+*(X))), insbesondere Lipschitz-stetig. Also ist fiir eine
Konstante C' > 0

1(aim) - Gar)

< Cllpr = palleres).
L(C%(D),Co(D)@Ct (%))
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Es gilt:

1S (1) — S(p2)| £(0n (Dyacra(s).cze (D)

= s [Gom) = G150 s

< 8l eeapypcrem)cramy H (28));))) - (gézi)))

L(C%(D),C*(D)eCH*(%))

XIS (p2) || £(0n (pymcra(s) cza Dy

< Cllpr = p2lleros),

da p — S(p) lokal beschrinkt ist. Insbesondere ist dann auch S(p) = S(p)

{oyect(%)
Lipschitz-stetig. [
3.1.3 Satz. Die Funktion F : U — CY*(X) aus der Evolutionsgleichung
dp+Alp)p = Flp),
p(0) = po (3.5)
mat
A(p) = L,B(p)S(p)P(p)
und
F(p) == —LpB(p)S(p)Q(p)
st Lipschitz-stetig. Fs gilt
1E(p1) = F(p2)llcram) < Cllor = pallorem)-
Beweis. Wir setzen M(p) := L,/ ein, und erinnern daran, dass fiir die Funktion

d > ¢ > 0 gilt. Dann ist M(p) Lipschitz-stetig als Produkt zweier Lipschitz-stetiger
Funktionen. Analog sind M (p)Q(p) und M (p)yS(p)Q(p) Lipschitz-stetig. Also

| M (p1)Q(p1) — M(p2)Q(p2)|lcreisy < Cllpr — p2llcre)

und

[ M (p1)vS(p1)Q(p1) — M(p2)7vS(p2)Q(p2)llcresy < Cllpr — p2llcre(s).
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Wir wenden nun Satz 3.1.1 an. Dann haben wir die Abschétzung

[1E(p1) = F(p2)llcres)
= [|Lp,B(p1)S(p1)Q(p1) — Lp,B(p2)S(p2)Q(p2) [l o1 ()
= [[M(p1)Q(p1) — M(p2)Q(p2) — M(p1)vS(p1)Q(p1) + M(p2)7S(p2)Q(p2)llcr.a(x)
< Cillpr = polleracsy + Callpr — pallcrecs)
< Clipr = pallcras)-

]

Analog zeigt man unter Verwendung von P € C*°(U, L(C?*(X),Ch*(X))), den Satz
3.1.4 Satz. Der Operator A(p) = B(p)S(p)P(p),

AU — L(C3 (D), (D))

st Lipschitz-stetig.

Wir zeigen nun, dass A(p) € H(C?(2), CH*(X)).
3.1.5 Satz. Fiir p € U gilt A(p) := L,B(p)S(p)P(p) € H(C**(X),CH(X)).

Wir geben einen Beweis von Satz 3.1.5 der sich auf Storungstechniken stiitzt. Der

Vorteil dabei ist, dass dhnlich auch die maximale Regularitdt bewiesen werden kann.

Beweis. Nach Satz 3.1.1 gilt

Ap) = “25B()S ()P
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Der Operator A(p) ist also eine Stérung niedriger Ordnung des positiven Operators
%P(p). Diese Operatoren sind Erzeuger analytischer Halbgruppen (siehe Chapter 3 in
[54]). Also

“2Pp) € H(CH(5), CH ().

Storungen analytischer Erzeuger sind wieder analytische Erzeuger (]27], 111.1.12) und
deswegen auch

A(p) € H(CH(X), CH(X)).

Es gilt sogar mehr fiir den Operator A(p). Der hat maximale Regularitt.

3.1.6 Satz. Fiir p e U gilt A(p) € My(C>*(X),CH¥(%)).

Beweis. Der Beweis der maximalen Regularitdt von A(p) ist dhnlich zu dem letzten
Beweis, wenn man bedenkt, dass %P(p) maximale Regularitét besitzt und dass sich

die maximale Regularitdt auf Storungen niedriger Ordnung vererbt.

]

3.2 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Wir bezeichnen mit J;,0 < 7 < T, das Teilinterval [0, 7) von [0, T.

Die Riume E¢(.J), yE{(J) werden in Anhang A definiert, die Klasse My in (A.7).
Die Bedeutung der Interpolationsraume wird klar aus dem folgenden Satz, in dem lokale
Existenz fiir quasilineare parabolische Evolutionsgleichung bewiesen wird. Wir werden
eine Version des Satzes aus [67], Theorem 3.1. formulieren, beweisen und anschliefiend
fiir die Losung des Stefan-Problems anwenden.

3.2.1 Satz. Es seien Ey und Ey zwei Banachrdume, so dass E1 — Ey. Sei 0 < 0 < 1,
Vo CEY(J) offen und ug € Vy. Ferner sei F' € Lip(Vy, Ey), A € Lip(Vy, Mo(E1, Ey)).

Dann existiert ein 7 > 0, so dass die quasilineare parabolische Evolutionsgleichung

U+ Alw)u = Fu) auf J,
U(O) = U (3'6>

eine eindeutige Losung u € EY(J,) hat.
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Beweis. Die Idee des Beweises ist, die Evolutionsgleichung in ein Fixpunktproblem
umzuschreiben, auf das der Banachsche Fixpunktsatz angewandt werden kann. Fiir
jedes u € Vj definieren wir die Operatoren Ay und B = B(u) mit Ay = A(uo),
B(u) := Ay — A(u). Dann ist (3.6) dquivalent zu

i+ Agu = B(u)u+ F(u), aufJ
u(0) = wup. (3.7)

Das ist ein inhomogenes Cauchyproblem und die Losung ist, wegen A(ug) €

My(E1, Ey), nach dem Anhang (A.1) und (A.2), gegeben durch
u=1yo+ Ja,(B(u)u+ F(u)) (3.8)

mit yo(t) 1= e~y
Wir betrachten die Abbildung ®,

O (u) :=yo + Ja,(B(u)u + F(u)).

Die Fixpunkte dieser Abbildung sind Losungen von (3.8). Wir wéhlen eine kleine Um-
gebung U C Vjy von uy, so dass || B(u)||z(g,, ey < € fiir alle u € U, wobei das kleine e

spéter zu bestimmen ist. Als niichstes fiihren wir die Teilmenge W von E¢(.J,) ein:
W= {u € E{(J;) : u(0) = uo, u(J-) C U, [lullg, < 2llyollass,)}-
Wir behaupten, dass ® eine Kontraktion auf W ist. Fiir alle u,v € W gilt:
[@(u) = @(0)llgg(s,) < CLIB(wu = B(v)vllggs,) + [1F(w) = F(0)llggryy- (3.9)

Die Konstante C' ergibt sich aus der Beschrénktheit der Operatornorm von .J4,. Diese
Norm ist nichtabnehmend in 7.

Wir wéhlen ein o mit 0 < o < 6. Fiir moglicherweise verkleinerte Umgebung
1E(u(t)) = F(u(t)l[ g, < Ml[u(t) = v(t)lle50,)

und
1B(u(t)) = B(o())ll e, m0) < Mllult) = v()]|l1gg )
Mit der Einbettung 3) aus Satz (A.0.22)

Ey(J) <= O™ (J,/E7(]))
und u(0) = v(0) erhalten wir, dass

[u(t) = v(t)lyeg () < CEllu— vl
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Es folgt

1F(w) = F(v)llsgs,) = supt'"[F(u(t)) — F(v(t))l,

tedr

< Msup 70 u(t) — o(t)|lhEg ()
tEJT
< MCsupt'™ "= ||u — Vllge(s,)

teJr

= MOTlio”u_IUHE?(JT).

Den ersten Term in (3.9) kénnen wir wegen der Annahme || B(u)|| z(e,,5,) < €, wie folgt
abschétzen:

|B(uw)u = B(v)vllgg(s,y < [1Bw)(w—=0)lggs,) + [(Bw) = B(v))vllgg(s,)
7 v

17

I = supt1_9||B(U(t))(U(t)_U(t)>||Eo

teJr

VAN

sup t1_6||B(U)||£(E1,EO) u(t) — v(t)|| &
te s

IN

EHU_U”E‘f(J-r)'

Wieder mit der Einbettung 3) aus Satz (A.0.22) folgt:

IT = supt'~"|[(B(u(t)) = B(v(t)v(t)||,

ted,
< supt' M |u(t) — v(t) e () 10 ()| £
tedJr
< MC'sup 0t u - Ollge oy llo(®)llge )
tedr
< MO ju— UH]E?{(JT)-

Wir haben

[ B(u)u — B(U)U||]E8(JT) <efu— UH]E‘{(JT) +MCT%7 |u — U||E§(JT)
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und aus dieser und obiger Abschétzung :
() = @(0) g, < CLr T = vllgger,y + el — ollagery + 7w = vllages -
Wiéhlt man nun € und 7 geniigend klein, etwa
£ <1/2C, und 7 < (1/20)Ymerti=ob6-o}

dann ist ® tatsdchlich eine Kontraktion. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt
® einen eindeutigen Fixpunkt, der die Losung der Gleichung (3.8) ist. Damit hat auch

die Evolutionsgleichung (3.6) eine eindeutige Losung. Der Beweis ist vollstéindig. [

Es gibt einen entsprechenden Satz fiir die maximale LP-Regularitdt von dem wir im

néchsten Kapitel Gebrauch werden machen.
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3.3 Die L6sung des Stefan-Problems in H6lderrdumen

3.3.1 Satz. Fiir jede Anfangsgeometrie p(0,.) =Ty, mit p(0,.) € C*>*(2), 1 > a > 0,
hat das Stefan-Problem (1.4) eine eindeutige Losung (v, p) auf einem gentigend kleinen
Zeitintervall J. :=[0,7), mit
v e O(J,,C*(D))
und
p € O(J;C* (X)) N CHJ,; CH (%))
mit

Jim 781 ()l eros) + () lera } = 0.

Beweis. Wir haben gezeigt, dass das Problem auf die Evolutionsgleichung

O+ Alp)p = F(p),
p(0) = po (3.10)
zuriickgefiihrt werden kann. Wir wenden den Satz 3.2.1 mit Ey = CY*(X) und E; =

C32(X) an. Nach 3.1.3, 3.1.4 und 3.1.6 sind alle Bedingungen dieses Satzes erfiillt.
Daher die Behauptung.

]

3.4 Die Zentrumsmannigfaltigkeit

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass fiir die Evolutionsgleichung, auf die
das Stefan-Problem fithrt, (2.19), mit der Bezeichnung ®(p) := L,B(p)S(p)H (p),

dquivalent zu

oo+ 2(p) = 0,
p(0) = po (3.11)

eine Zentrumsmannigfaltigkeit existiert. Die Existenz einer lokal invarianten Zentrums-
mannigfaltigkeit werden wir aus den Ergebnissen in [67] folgern. Wir nehmen als Refe-
renzgebiet D die Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius R, bezeichnet mit Bg. Die
Sphére mit dem Mittelpunkt im Ursprung und dem Radius R wird mit ¥z bezeichnet.
Wir betrachten den folgenden Operator L, die Linearisierung des Operators ®(p) im
Nullpunkt:

L := ®(0).
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Hier bezeichnet - die Ableitung nach p. Die Evolutionsgleichung ist dquivalent zu

dp+Lp = g(p)
p(0) = po (3.12)

mit

9(p) = Lp — @(p).
Die Zentrumsmannigfaltigkeit fiir (3.11) ist eine lokal invariante Mannigfaltigkeit un-
ter dem Fluss induziert von (3.12), die tangential zum zentralen Eigenraum X¢ der
Eigenwerte von L ist.
Mit den Bezeichnungen B := B(0), S := §(0), H = H(0) und D := H(0), a(0) := a,

haben wir

3.4.1 Lemma. FEs gilt
1

L=-D— l(Id +aBK)™'D.
a a

Beweis. Im ersten Schritt zeigen wir, dass ®(0) = LoBSH. Wir rechnen aus

®(0) = LBSH
+ Lo(B(p)S(p))H
+ LoBSH.
Es ist bekannt, dass Lo = 1 [29, Lemma 3.1] und Ly = 0.
S(p) ist der Losungsoperator des Oblique Derivative Problem

A(p)v =0 in Bpg
v+ dB(p)v =g auf Xg.

Die mittlere Kritmmung der Sphére H(0) ist H(0) = 1/R.
Das Problem

Alp)v =0 in Bp
v+dB(p)v=1/R auf Xg,

hat die eindeutige Losung v = 1/R. Daher ist S(p) H(0) = 1/R. Es folgt B(p)S(p)H =0

fiir alle p € U, wobei U eine kleine Umgebung der Null ist. Daher ist (BS)H = 0.
Also ®(0) = LyBSH.

Nach Satz 3.1.1
0B(p)S(p) =1d — yS(p),

und Lemma 4.2.24
vS = (Id + 5BIC)_1.
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Dann gilt
Ly
L = LyBSD = 7(6BSD)
L
= FO(Id —~8)D
L L
= 22p-—=2(1d +6BK)"'D
4] )
Es ist klar, dass fiir p =0, 6 = a. Mit Ly = 1 folgt die Behauptung. [

Wir kénnen dieses Lemma anwenden, um den Kern von L zu bestimmen. Man kann
dhnlich wie in [48] zeigen, dass der Operator L ein Semi-Fredholmoperator ist. Es gilt
namlich

3.4.2 Satz. Der Kern ker L von L ist der Raum lm{LS,(,P : 1 <m < n}, wobei s

die Kugelflichenfunktionen sind. Ferner ist 0 ein isolierter Eigenwert von L.

3.4.3 Bemerkung. Dass 0 ein Eigenwert von L ist, wird in Lemma 3.4.1 mitbewiesen.

Die Kugelflichenfunktionen S sind die Eigenfunktionen des Laplace-Beltrami Ope-
rators Ay,. Man kann die Eigenschaften dieses Operators ausnutzen, um das Spek-
trum von L zu analysieren. Im néchsten Satz geben wir eine hinreichende Bedingung
dafiir, dass das Spektrum nicht-positive Eigenwerten hat. A bezeichnet den Dirichlet-
Neumann Operator BK.

3.4.4 Lemma. Der Kommutator [A, Ay, ] = AAyg, — As, A verschwindet auf L*(Xg).

Beweis. Ohne Einschrankung sei ¥y die Einheitssphére . Wir bemerken, dass die
Kugelflichenfunktionen der Ordnung k Eigenfunktionen der beiden Operatoren sind,
mit k(k 4+ n — 2) Eigenwert fiir den Laplace-Beltrami Operator Ay, und k Eigenwert
fiir den Dirichlet-Neumann Operator A = BI. Also vertauschen die Operatoren auf
der linearen Hiille der Kugelflichenfunktionen. Auflerdem ist die lineare Hiille dicht in
L*(%), siehe [35, Theorem 2.53]. Daher die Behauptung. O

3.4.5 Satz. Es sei a > 0, so dass fir den Kommutator [a'?A,a'/?] gilt
|[a'/?2A,a'/?]|| < 1. Dann besteht das Spektrum des Operators —L nur aus Eigen-
werte und es gilt o,(—L) C (—o0,0].

Beweis. Wegen L € H(C**(Xg),CY*(Xg)) und der kompakten Einbettung,
C3*(Xg) < CY(XR), hat der Operator L kompakte Resolvente. Daher hat L
nur abzdhlbar viele isolierte Eigenwerte mit endlicher Vielfachheit.
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Wir zeigen nun, dass die Eigenwerte nicht-positiv sind. Wir brauchen die Ableitung D
des Operators der mittleren Kriitmmung H fiir die Sphére g

. 1 1
D = H(O) = _ﬁld - mAzR,
siehe [29, Lemma 3.1].
Es sei A ein Eigenwert von —L, d.h.
AM+Lf=0

Wir wenden den Operator Id + aBK auf diese Gleichung an, und erhalten mit Lemma
3.4.1 nach kurzer Rechnung

M AXaBKf +BKDf =0
Wir multipliziren die Gleichung mit f, integrieren iiber X und erhalten:
M f) 4 (QaBK S, f) + (BED, f) =0 (3.13)

Der dritte Term ist (BKDf, f) > 0, da die Operatoren BK und D positiv sind und
nach Lemma 3.4.4 vertauschen auf der Sphére.

Wir analysieren nun den zweiten Term, den wir wegen a > 0, in der Form
(aBKf, f) = —([a'BK,a'|f, f) + (a'/*BKa' 2 f, f)
schreiben konnen. Dann ist (3.13)

A F) + (aBK S, f)] = =(BKDY, f)

oder dquivalent
M(f, f) = ([a'?BK, a' 2], f) + (a"*BKa'? £, f)] = —(BKDF, f) (3.14)
Solange ||[a'/2BKC, a*/?]|| < 1, ist der Term (f, f) — ([a*/?BKC, a'/?|f, f) > 0. Wegen
(a'?BKa'?f, f) = (BKa'2f, a2 f) > 0,
ist in diesem Fall
(f, [) = ([@'*BIC,a' ] f, f) + (a'/*BKa'* f, ) > 0

und wir schliefen aus (3.14), dass A < 0.
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Es sei nun X¢ := ker L. Dieser endlichdimensionmale Untervektorraum von C%%(Xy)
lisst sich komplementieren. Es existiert also eine Projektion ¢ : C3*(Xg) — ker L
und man kann insbesondere 7¢ als die zugehorige spektrale Projektion zum Eigenwert
0 von L nehmen. Sei 7° := Id — 7. Dann haben wir mit X?® := ran 7® eine topologisch
direkte Zerlegung

C**(¥g) = X @ X*.

3.4.6 Satz. Es sei a > 0, mit |[[a'/?A,a*/?]|| < 1. Dann existiert ein § > 0 und
eine Funktion h : X¢ — X*® mit h(0) = 0h(0) = 0, so dass der Graph M°(0) dieser
Funktion,

ME(0) = {(z, h(2)) - [[z]|3.0 < 0}

eine Zentrumsmannigfaltigkeit der FEvolutionsgleichung

Op+Alp)p = F(p)
p(0) = po

18t.

Beweis. Wir gehen wir in der Arbeit [67] vor. Mit derselben Notation ist X, = C*(%)
und X; = CH%(X). In dieser Arbeit, genauer Theorem 4.1, ist die Existenz einer glo-
bal invarianten Zentrumsmannigfaltigkeit fiir die modifizierte Evolutionsgleichung ge-
zeigt. Diese Gleichung stimmt mit der urspriinglichen Evolutionsgleichung auf einer
hinreichend kleinen Umgebung von 0 {iberein. Daher folgt die Existenz einer global
invarianten Zentrumsmannigfaltigkeit fiir die urspriingliche Evolutionsgleichung. Die
Voraussetzungen aus der Arbeit [67], (4.2) - (4.6) sind in den Ergebnisse aus Abschnitt
3.1, grenauer Sétzen 3.1.4, 3.1.3 und 3.1.6 erfiillt. Es gilt noch ®(0) = 0 und 0 ist ein
isolierter Eigenwert von L nach Satz 3.4.2. Der Satz 3.4.5 entpricht den letzten zwei
spektralen Voraussetzungen (4.7) und (4.8). Daraus folgt die Existenz der Funktion A
und der Zentrumsmannigfaltigkeit M¢(0) fiir die Evolutionsgleichung. O

3.4.7 Bemerkung. Die Bedingung 2(0) = 0h(0) = 0 impliziert, dass M¢(0) tangen-
tial zum X im Nullpunkt 0 ist.

3.4.8 Bemerkung. Fir die konstante Funktion a = 1 ist natiirlich [A,1] = 0, so
dass die Existenz einer Zentrumsmannigfaltigkeit fiir das Hele-Shaw-Problem oder das
Stefan-Problem mit konstanten Koeflizienten als Spezialfall aus diesem Satz folgt.



Kapitel 4

Der Fall ¢ > 0

In diesem Kapitel betrachten wir den Fall, dass die Funktion a Nullstellen haben kann.
Dadurch entartet das in Abschnitt 2.2 beschriebene Randwertproblem. Wir zeigen die
Existenz einer eindeutigen Kurzzeitlosung des Stefanproblems unter zwei Annahmen

(A1) In einer Umgebung von Iy existiert ein Vektorfeld, das nicht tangential an I’y ist
und entlang dessen Flusslinien die Funktion a konstant ist.

(A2) Es gilt eine Erweiterung eines Satzes von Taira zur Losbarkeit entarteter Rand-

wertprobleme, die in Abschnitt 4.2. formuliert wird.

4.1 Die Koordinatentransformation

Zunéchst definieren wir mit Hilfe des in (A1) postulierten Vektorfelds eine Koordi-
natentransformation. Wir bezeichnen mit v das Vektorfeld und mit & den von Iy

ausgehenden Fluss:
d: Y X (—cc) — R

® ist die eindeutig bestimmte Abbildung mit

Lap,5) = v(®(p.5))
und
®(p,0) = p.
Damit bildet @ (fiir moglicherweise verkleinertes ¢) einen Diffeomorphismus von ¥ x
(—c, c¢) auf eine offene Umgebung Us, von ¥,

d e C®(X X (—¢,0),Us).

37
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Wir nehmen an, dass fiir hinreichend kleines 7" > 0 gilt: I'; C ran(®) fur 0 < ¢ < T.
Daher existieren Funktionen
oS (—c0)

mit
ran ®(p, pi(p)) = I,
I'; ist die Bildmenge der Funktion ®(p, p;(p)), d.h.

Iy ={z eR": 2= 2(p,p(t,p), p € I}.

Es sei
I1
(d> ‘Us — X X (—¢,0)

die Inverse von ®. Dann ist
[y ={z:d(z) = p(ll(x))}.

Wir definieren nun die Diffeomorphismen 6,

th Y= Ft
p = @(p, pe(p))

und fithren noch die Funktion
p:[0,T] x ¥ =R

(t, ) = p(t,x) = pi(x).

ein. I['; ist damit die Nullstellenmenge der Funktion
Gp(t, 1) := d(x) — p(t,11(z))

Iy ={z:¢,( x) =0}

4.1.1 Lemma. Fir den Gradienten von ¢,(t,x) gilt
Vay(t, )le=epea)) 7 0.
Beweis. Es sei y = ®(p, pi(p) + h) fiir kleines |h|. Dann ist

d(y) = pt(p) + h=d(z) + h

und
(y) =p = (z).
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Wir rechnen aus

op(t,y) = d(y) — p:(L(y))

+ h — p(I1(x))

Dann haben wir

i 22 2P 2 (p) + 1) = $p(2, 2(p: pu(p)))
h

Andererseits ist die linke Seite die Ableitung der Funktion

hi= ¢o(t, ©(p, pu(p) + h))

und deswegen gleich

d
vx¢p(t7 I)|x:‘1>(p,p(t,p)) £¢(p7 Pt(p) + S)’

Wir erhalten also das Einheitsnormalenfeld v auf I'; durch

Vo,(t, x)

v(t,z) = '
\V@;(ta .T)’ z=®(p,p(t,p))

Man kann die Diffeomorphismen 6,, : > — I'y dhnlich wie im ersten Kapitel zu Dif-
feomorphismen ©,, : R® — R" fortsetzen und mittels dieser Diffeomorphismen das

Problem mit freiem Rand auf ein Problem in einem festen Gebiet transformieren.

4.2 Die Lo6sung des Stefan-Problems in Sobolev-

raumen

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Stefan-Problem in Sobolevraumen W™P(D).

Der Existenzsatz, den wir anwenden, ist der folgende.

4.2.1 Satz. (P. Clement, S.Li, [17]) Es seien Ey und Ey zwei Banachrdume, so dass
Ey — Ey und By dicht in Ey ist. Sei ug € (Eo, E1),_1,. Ferner sei F' € Lip(U, Ey),
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A € Lip(U, L(Ey, Ey)), A(ug) € MR(p, Ey), wobei U eine offene, beschrinkte Umge-
bung U C (Eo, F1), 1,
parabolische FEvolutionsgleichung

1st. Dann existiert ein 0 < 7 < T, so dass die quasilineare

t+ Aluw)u = F(u), aufJ=(0,T)
u(0) = wuo (4.1)

eine eindeutige Losung
ue LP(J, E)) N W'Y (J,, Eg) N C(J-, By _1 )
auf J. = [0,7) hat.
Fiir die maximale Regularitit sei auf Anhang A hingewiesen.
Nach der Transformation des Problems mit freiem Rand in ein festes Gebiet erhalten

wir ein Randwertproblem, das zu einer quasilinearen Evolutionsgleichung reduziert

wird:

O+ L,B(p)S(p)H(p) = 0,
p(0) = po.

Die Sobolevraume auf Hyperflachen und allgemeiner auf Mannigfaltigkeiten sind analog
zum Fall R™ definiert. Eine mefibare Funktion u : ¥ — R ist in LP(X), wenn das

R ]. ]
by

1/p
fulhs = ( [ o ao)
b

4.2.2 Definition. (Sobolevraume auf Hyperflichen) Sei ¥ eine (n — 1)— dimensio-

existiert. In diesem Fall ist

eine Norm auf LP(Y).

nale Hyperfliche im R". Fiir ganzzahliges m ist der Raum W™P(X) definiert als der
Abschluss von C*°(X) beziiglich der Norm

[ullmps =Y 1Dulfps-

|| <m

Fiir nichtganzzahliges s > 0, s = m 4 p mit m € Ny, 0 < p < 1, definiert man W*P(X)
als Interpolationsraum zwischen W™ (%) und W™ Hr(%).

W (S) = (WP (S), W2 (8))
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4.2.3 Bemerkung. Fiir diese Rdume gelten die gewohnlichen Sobolevschen Einbet-
tungssitze. So ist z.B. die Einbettung W™P(X) < W™ 2(%) mit m’ < m kompakt.

Wir benutzen spéter das folgende Ergebnis:

4.2.4 Lemma. Sei sp >n — 1. Dann ist W5P(3) eine Banachalgebra.

Beweis. Siehe [1], Theorem 4.39.

4.2.5 Definition. (Besovrdume auf Hyperflichen) Der Raum B;4(X) ist definiert als
der Interpolationsraum

By(X) := (W*P(X), WP(X))aq, 5= (1—0)sg+0s;.

4.2.6 Bemerkung. Fiir den Spezialfall ¢ = p = 2, stimmen die Besovrdume mit den
Sobolevraumen iiberein: By?(¥) = W*P(X).

4.2.7 Beispiel. Es sei 1/p+ 1/p’ = 1. Dann gilt
(LP(Z), W ()1 = BV P (S) = WHHPP(E).

Es gilt der folgende Satz ([1], Theorem 7.39).
4.2.8 Satz. (Spursatz) Es sei D ein Gebiet mit glattem Rand ¥, 1 <p < co,s > 1/p.

Dann gibt es einen eindeutigen stetigen linearen Operator S,
S W*P(D) — W Vrr(x%),
so dass
Su = ulx

fiir alle w € C=(D).
Es sei av eine nicht-negative C°°-Funktion auf ¥. Wir fithren nun die folgenden Rdume

ein, die wir fiir die Untersuchung des Randwertproblems brauchen.
Wg‘””’p(z) = {u = duy + ug s uy € WYPP(E) uy € WHL/PP(E),

4.2.9 Bemerkung. Wir nehmen an, dass die Funktion ¢ konstant auf den Flusslinien
von @ ist. Daher ist 6 = a o ©, unabhingig von p. Wé*s‘l/”’p(z) hingt dann jedoch
nicht von p ab.

Im Folgenden sei fiir eine Konstante ¢ > 0,

U:={ucec W§+S_1/p’p(2) : ||UHW2+S—1/W <c}.

()
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mit s > 0 und p > n.

Nun kommen wir zuriick zum Stefan-Problem. Wie vorher bezeichnet B(p) die transfor-
mierte normale Ableitung. B(p) ist ein Operator erster Ordnung. Fiir diesen Operator
gilt der folgende

4.2.10 Satz. Fir jedes p € U ist

Blp) : WH2(D) — W1/ (),

stetig, und es gilt
B e C™(U, LIW**P(D), W*H1/pr(x))).

Dariiber hinaus hat der Operator die Darstellung
%
B(p)v = b, - Vv
fiir ein nirgends tangentiales und nirgends verschwindendes Vektorfeld

%
b, : ¥ — R"

Beweis. Man berechnet B(p) analog wie in (2.1.16). Da wir aber in Sobolevraumen
arbeiten, miissen wir noch sicherstellen, dass das Produkt

w0950 (et

definiert ist. Aus der Darstellung von B(p) und mit der Voraussetzung, dass p €
W3ts=1/pp(5), folgt fiir die Koeffizienten b; von b, = (by, ..., b,)

= 106,00, (T )

die folgende Regularitét

by € WHs=lre(x), (4.2)

Wegen p > n ist (2+ s)p > n. Dann ist W25P(D) eine Banachalgebra und damit auch
der Spurraum W2ts=1/Pp(¥). Mit Vv € W2s~1/PP(%) ist dann auch

Vu-[(DO;") 00, (?@’—fi{’)) e W2ts—lpr(y),
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H(p) ist der transformierte mittlere Kriimmungsoperator, der nach Satz 2.3.2 eine
Zerlegung

H(p) = P(p)p+ Q(p)

mit einem elliptischen Operator P hat. Dann hat die Evolutionsgleichung die Form

Op + Alp)p = F(p)
mit
A(p) == L,B(p)S(p)P(p), F(p) :=—LpB(p)S(p)Q(p).

Unser néchstes Ziel ist zu zeigen, dass der Operator A(p) und die Funktion F(p)
Lipschitz-stetig sind.

Wir nehmen nun an, dass die Anfangsgeometrie fiir das Stefan-Problem I'y von der
Klasse W3T$P mit p > n und s > 0 ist. Dann gilt fiir die Koeffizienten des Operators

A(p)v = Z aij(p)afjv + Z a;(p)ov

von dem Randwertproblem

die folgende Regularitét:
ai(p) € W*TP(D), a;(p) € W*P(D).

Wir assoziieren zu dem Randwertproblem den oben eingefithrten Raum

Wt TVP(S) = {H = 6Hy + Hy - Hy € W'T7/Po(S), Hy € W2 1/ee(s)),

Da p € U, gilt fiir die mittlere Kriimmung H(p), H(p) € WéJrs_l/p’p(E).

Fiir die weitere Untersuchung machen wir die Annahme, dass die folgende Erwei-
terung des Satzes von Taira aus [71] gilt.

4.2.11 Satz. Es sei D ein beschrinktes Gebiet von R", seien u und ~ reelle, glatte
Funktionen auf dem Rand 0D und sei n das duflere Einheitsnormalenfeld auf 0D. A

sei ein elliptischer Operator mit reellen Koeffizienten, so dass

Au(z) =Y ay(2)0%u(r) + Z a;(2)du(x)

ij=1
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mit
aij € W2+S’p(D), a; € WlJrs’p(D)

mit s >0, p > n und sp > n. Fir eine Konstante C' > 0 sei

n

Z a;j(2)&& > ClEP*, zeD,{eR”

ij=1
Ferner seien die folgenden zwei Bedingungen erfillt:
(i) p(x) >0 auf OD

(i) v(z) >0 auf 0D, ~(x) >0 auf M :={x € 9D : u(x) = 0}.

Dann hat fiir f € W*P(D), ¢ € W ?P(OD), wobei
W™ TPROD) = {p = ppr — 2 o1 € WHTHPP(OD), 0y € WHTHPR(OD)}

das Problem

Au=f n D

L= 2%y f oD

u = B u = alu
Fon ™7 2
eine eindeutige Losung u € W2P(D), fiir die die a priori Abschitzung
[ullwessnpy < C |l Fllwer o) + [1@llyaeeivn gpy + l[ullweso)

gilt.

4.2.12 Bemerkung. In der urspriinglichen Formulierung des Satzes von Taira sind
die Koeffizienten glatt, a;; € C>*(D), a; € C*(D), und die Funktionen f und ¢
haben weniger Regularitit: f € LP(D), ¢ € Wé_l/p’p(aD). Die Losung liegt dann in
W2P(D). Wir fordern bessere Glattheit von diesen Funktionen und vermuten, dass die
Losung auch mehr Regularitdat hat, vorausgesetzt sie existiert.

4.2.13 Bemerkung. Wir erhalten einen algebraischen und topologischen Isomorphis-
mus

(A, L) : W*t*P(D) — W*?(D) @ Wy~ V/P(5),
Wir betrachten nun als Spezialfall das Randwertproblem im Stefan-Problem (4.3).
Unter der Annahme, dass 4.2.11 gilt, haben wir mit B(p)v := v 4+ 6B(p)v fiir den
Operator (“g)

(g) U — LWHP(D), W**(D) @ Wit 1/PP(x)),
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und diese Abbildung ist glatt, da A und B glatt sind:

(5) € Cx @ Lav>2 (), WD) o 1wy o)

Wir kénnen also fiir das Randwertproblem im Stefan-Problem den Losungsoperator
S(p) : WP (S) — W2er(D)
definieren.
4.2.14 Bemerkung. Der Einfachheit halber schreiben wir S(p) : Wat* '/PP(x) —
W2tsr(D). Ganz prizise wire natiirlich
S(p) : {0} @ Wy VPP(2) — Ws#(D).

4.2.15 Bemerkung. Fiir den Operator P(p) zweiter Ordnung gilt

1S(p)P(p) - Wy ™ PH(E) = WA e(E), (4.4)

4.2.16 Bemerkung. Wegen der Voraussetzung sp > n, ist die Multiplikation in So-
bolevraumen (Satz 4.2.4)

W?2ts2(D) x W*P(D) — W*?(D)

2

stetig. Also liegen die Terme a;;(z)07u(z), die in dem Operator

(2

Au(z) = Z aij(x)afju(a:) + Z a;(z)Ou(r)

ij=1
vorkommen, in W#*?(D). Die Multiplikation
Wts?(D) x W'P(D) — W*P(D),

die fiir die Terme a;(x)0;u(z) relevant ist, ist wegen p > n ohne irgendwelche Ein-
schrankung an s stetig.

Die Eindeutigkeit der Losung ist auch in der Arbeit [71] gezeigt, wir wollen hier aber
einen kiirzeren und direkten Beweis geben. Wenn das homogene Problem nur die tri-
viale Losung in W2+P(D) hat, d.h. wenn g = 0 nach sich zieht, dass v = 0, dann hat
auch (4.3) eine eindeutige Losung.

Es folgt der Beweis der Eindeutigkeit des homogenen Problems.

4.2.17 Lemma. Sei p > n/2 und u € W?*5P(D) eine Lisung von

A(p)v =0 in D
v+ 0B(p)v =0 auf X. (4.5)

Dann st uw = 0.
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Beweis. Als Folgerung aus dem Sobolevschen Einbettungssatz W?2+s?(D) — C°(D)
fiir p > n/2, gilt u € C°(D). Wir nehmen zunichst an, dass u einen positiven Wert
in D annimmt und setzen u(zo) = max, .5 u(z) > 0. Angenommen zy € D. Dann ist
nach dem Theorem 9.6 in [43], einer Folgerung des Maximumprinzips von Aleksandrov-
Bakelman,

u=c=const. inD
Dann ist aber ¢ = 0. Widerspruch! Deswegen ist xy ¢ D. Mit der Annahme z € X,
folgt aus dem Hopfschen Randpunktlemma ([43], Lemma 3.4), dass

v(xg) + 0B(p)v(xo) >0

was ein Widerspruch zur Randbedingung ist. Also ist u < 0. Analog schlieft man, dass
u > 0 ist, und so haben wir u = 0.

]

Fiir jedes g € Wé“fl/p’p(Z) hat das Problem eine eindeutige Losung v € W2+57(D).
Die Losungen hédngen dariiber hinaus stetig von den Anfangsdaten ab, was die Lip-
schitzstetigkeit des Losungsoperators zur Folge hat. Das ist eine wesentliche Tatsache,
die gebraucht wird, um die Lipschitzstetigkeit der beiden Teile der Evolutionsgleichung

Zu zeigen.

4.2.18 Satz. Es seiV cine beschrinkte Teilmenge vonU und g € Wy~ "P?(). Dann

ist der Losungsoperator S(.) des Randwertproblems

v+0B(p)v = g(p)

Lipschitz-stetig. FEs existiert also eine Konstante C > 0, so dass fir den
Lésungsoperator

S U — LWRTVPP(E), Wsr (D))
gilt
HS(p1> - S(p?)|’E(WBl+571/p’p(z)’W2+s,p(D)) < Cle - P2HV

fiir alle py,p2 € V.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 3.1.2. O
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4.2.19 Bemerkung. Wegen der Stetigkeit der Einschrankung
v W2EP(D) — Ws—l/re(x)
gilt

||78(p1) - 78(102) ||L(W;FS*1/Pvp(g)7w2+s—1/p,1>(2))
< HS(pl) - S(pQ) Hg(Wé+S*1/PvP(E)7W2+s,p(D))

< Cllpr — p2llv-

Sei nun V, = U N (W“S*l/p’p(E),Wéﬁ_l/p’p(il))l/q/’q wobei ¢ so grofi gewihlt sei,
dass (W2rs=1/pr(%), Wéﬁ_l/p’p(Z))l/q/ﬂ — W3tTP(X) gilt. Zwei Folgerungen aus dem
letzten Satz sind:

4.2.20 Satz. Es gilt F(.) = —L,B(.)S(.)Q(.) € Lip(V,, W?+s~1/pp(%)).
Beweis. Nach Satz 4.2.11 gilt fiir den Losungsoperator
SV, = LW VPP(s) Wisr(D)).
Daher gilt wegen Q € Lip(V,, Wé“fl/p’p(i})),
S()Q(.) € Lip(V,, W*t5F(D)).
B(p) ist ein Operator erster Ordnung mit
B(.) € C®(V,, LW *P(D), W= 1/rp(5))),

Das ergibt
F() = =L,B()S()Q() € Lip(Vy, W 1/PP(x)),

also F € Lip(V,, W2+s=1/pp(3)). O

Analog zeigen wir

4.2.21 Satz. Es gilt

A() = L,B()S()P(.) € Lip(Vy, LW 1/PP(5), W2s=1rr(5))).
Beweis. Fiir den Beweis brauchen wir einige Vorbereitungen.

Der Operator
N pe B(p)S(p)
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ist ein Lipschitz-stetiger Operator. Aus Lemma 4.2.4 folgt, dass er gut erklart ist. Mit
WmP(Q) ist auch der Spurraum W™=1/PP(9Q) eine Banachalgebra. Fiir p > n ist
also W?+s=1/Pr(%) eine Banachalgebra. Nach (4.2) gilt b; € W2Ts~1/P2(%)), Dann ist
aber wegen der Voraussetzung p > n das Produkt b; v0;S(p)u im Raum W2s=1/P» ()
enthalten. Wir haben gezeigt

N(p)u = b, - ¥(VS(p)u) € W2H=1/P2(x)),

Die Lipschitzstetigkeit dieses Operators ist eine Folgerung aus der Lipschitz-
stetigkeit des Randoperators ~S. Die Norm des Interpolationsraums V, =
(WaH=1er(s) Wits=1/pe(5)),. 6 = 1/¢ = 1 — 1/q, bezeichnen wir weiterhin
abkiirzend mit ||.||g, -

Wie schon bemerkt, P € C(V,, L(Wg " /PP(x), W2H~1/PP())). Mit
N () = B()S(.) € Lip(Vy, LW 1P (s), ws=t/ee(x))).
ist dann

A() = LB()S()P() € Lip(Vy, LW PP(5), Ww2s=l/rr()))

O

Damit sind fast alle Bedingungen im Satz von Clement-Li 4.2.1 erfiillt. Es bleibt nur
noch die maximale Regularitit des Operators A(pg) zu untersuchen, also ob A(py) €
MR(Ey) gilt. Tatséchlich zeigen wir nun, dass fir py € C°°(X) der Operator A(pp)
einen H°-Kalkiil besitzt, insbesondere also maximale Regularitit hat. Wir benutzen
dazu den unten stehenden Satz 4.2.22 von Bilyj, Schrohe und Seiler [9]. Fiir beliebiges
¢ < 7 definieren wir den Sektor S(¢) durch

S(p)={re" €C:r>0,p <t <21 — ¢}

4.2.22 Satz. Es sei . eine kompakte Mannigfaltigkeit und A : C®(X) — C(X) ein
Pseudodifferentialoperator der Ordnung m > 0. Fir die lokalen Symbole a € S7's mit
0 << p <1, gebe es Konstanten ¢,C > 0, so dass fir x,& € R", |{| > C, das
Spektrum von a(x,§) auferhalb von S(p) U{|p| < ¢} liegt und fir p € S(p),

|00 a(z, )| |(a(z,&) — ) 7| < caple) V. (4.6)

Dann besitzt der Operator A + ¢ fiir hinreichend groffes ¢ > 0 einen beschrinkten
H>-Kalkil.
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4.2.23 Bemerkung. Nach C.0.1 und C.0.5 hat dann A + ¢ maximale Regularitét,
falls ¢ > 7/2. Indem man in der Gleichung © + Av = ¢ die Funktion v durch e“v

ersetzt, erhélt man die maximale Regularitét von A aus der von A + c.

Um den Satz auf A(pg) anwenden zu konnen, ist es niitzlich, eine neue Darstel-
lung herzuleiten. Zunéchst beobachten wir:

4.2.24 Lemma. FEs sei K = K(p) : Wé+s_l/p’p(2) — W?2tP(D) der Ldsungsoperator
fiir das semi-homogene Dirichletproblem
A(p)u=0in D, u=g auf X,
d.h. uw= Kg lost die obige Aufgabe. Dann ist die Losung S von
A(p)u=01in D, Bu+u=g auf %,

B = B(p), gegeben durch g — K(Id + éBK)™g.

Beweis. Es sei u := ySp. Dann ist

(Id+6BK)u = u+0BKu =u+ dBu
= 1S+ 0BySp =

Also (Id + 0BK)yS¢ = ¢,d.h.
7S = (Id + 0BK) ™

und daher
K(Id + 5BIC)_1 =S

]

Wir zeigen nun zunéchst, dass fiir pg € C°°(X) der Operator Id 4+ 6B/ die Vorausset-
zungen von Satz 4.2.22 erfiillt. Dazu erweist es sich als niitzlich, auf die Koordinaten-
transformation zu verzichten. Auf I'y ist ndmlich A = A(py) = A und B = B(py) = 0,.
Ferner ist hier 6 = a. Somit ist BK = A, der Dirichlet-Neumann-Operator. Es ist
bekannt, s. etwa [70], dass A ein klassischer elliptischer Pseudodifferentialoperator der
Ordnung 1 ist und sein Hauptsymbol die Funktion A;(z,&) = |£],, die Linge des Co-
vektors beziiglich der auf dem Rand des Gebiets induzierten Metrik. Wir bezeichnen
mit A ein lokales Symbol von A und setzen s(z,£) = 1+ aA(x, &) .

4.2.25 Satz. Der Operator Id + al erfillt die Voraussetzungen von Satz 4.2.22 fiir
beliebiges ¢ < m, d.h. es gibt ein R > 0, und Konstanten cy > 0, Co 3 > 0, so dass fiir
alle Multi-Indizes o, B, alle x,& € R"™' mit |£] > R, und alle p € S(p) gilt
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(i) |s(z,€) = pl = co
(ii) Iasa s(azé)l < Cople)lal+alz,

Beweis. Da A elliptisch ist mit Hauptsymbol ||, wird die Differenz |1—\/|¢|,| beliebig
klein fiir groBe |¢|,. Daher gilt

|s(2,8) — pl = |1 = p+ aléla] — algle |1 = A/[€]a]. (4.7)

Nun beobachten wir: Ist » > 1, so gibt es eine Konstante ¢ > 0 (etwa ¢ = y/1 — cos? )
so dass

lr—p| >cr>c, peS(p). (4.8)

Daher ist |1 — p + al¢].] > c|1 + alé|.|, und die Differenz in (4.7) ist > §|1 + al¢].|
fiir groe |£],. Wir erhalten (i). Ferner sehen wir, dass es geniigt, (ii) mit dem durch
14 alé|, ersetzten Nenner zu beweisen. Fiir @ = # = 0 folgt (ii) aus obiger Uberlegung.
Anderenfalls ist nach der Leibnizregel 8?(95 s(z, &) eine Linearkombination von Termen
der Form

(afla) (63852)‘(ma€))7 Bl + BZ = ﬁ
Nun ist 9292 (z,€) = O((£)'71*1). Da a in Cg° liegt, ist (ii) trivial fiir [3| > 2. Fiir

|B| = 0,1, verwenden wir, dass

2Vav/[¢l. <1+ al¢l.

so dass

L+alel, = J€le 1+algl.

|0:,a| < 0:,a]  ar/|€].
L+alél, = a/Jél, 1+ aléle

Fiir die letzte Abschitzung wurde das bekannte unten stehende Lemma 4.2.26 verwen-
det, s. z.B. Taira [72, Lemma 4.3].

O(lg]™") und

= 0(l¢[ 7).

4.2.26 Lemma. Es sei 0 < f € C*(R) und f” beschrinkt. Dann gilt

/@) < AS20f" lsup f ()
Beweis. Aus der Taylorformel folgt

0< f(y)=f(@)+ f(x)(y —x) +
mit einem ¢ zwischen y und z. Fiir z = y — x folgt

0% 1)+ playe s 1 En

und daraus die obige Ungleichung. [

)
2

(y —x)°
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4.2.27 Bemerkung. Wir kénnen daher zu Id + aA eine parameter-abhingige Pa-
rametrix konstruieren. Wir hatten angenommen, dass der Losungsoperator zu den
verallgemeinerten entarteten Randwertproblem 4.2.11 existiert. Daher existiert auch
die Inverse (Id + aA)™!, und ist ein Pseudodifferentialoperator mit lokalen Symbolen
in S%l J2- Klar: C unterscheidet sich von C'(0) nur um einen regularisierenden Operator.

4.2.28 Lemma. Die lokalen Symbole c(x, &; i) von C(u) haben asymptotische Entwick-
lungen c ~ 372 c; mit co(, & ) = (—1—a(z)N(x,£))~", und fir alle Multi-Indizes
a, und alle j =0,1,... ist 0?8503- eine Linearkombination von Termen der Form

CO<I7 57 :u) 8?1Dfls(x, 6) bo($7 ga /\) ce agerrs(% 5)()0(1’, 57 )‘)
mit geeigneten r und oy + ...+, = j+ |a| sowie fy + ...+ B, = j+|B|. Es folgt, dass
080w, )] < (1+ a(x)lg]) 7" (g) 77 HA2, (4.9)

4.2.29 Satz. FEs sei pg € C*°(3). Dann hat A(py) einen Hoo-Kalkil bzgl. S(p) und
insbesondere mazximale Regularitdt.

Beweis. Auch hier ist es praktischer, ohne die Koordinatentransformation zu arbeiten.
Dann hat A(py) die Form

A(po) = LpA(Id + aA) ™' P(po)

mit einer strikt positiven Funktion L. Wir rechnen nun nach, dass die Komposition die
Annahmen von Satz 4.2.22 erfiillt. A(pg) ist das Produkt von vier Operatoren:

(i) dem positiven Differentialoperator P(py)
(ii) dem Pseudodifferentialoperator C(0) = (Id + aA)™*
(iii) dem Dirichlet-Neumann-Operator A

(iv) der Multiplikation mit L,

Die Komposition ist daher ein Pseudodifferentialoperator mit lokalen Symbolen p(z, £)
in 5'1371 /2- Wir wollen zeigen:

Es existieren Konstanten ¢ > 0, R > 0 und, fiir alle Multi-Indizes «, 5, Konstanten
Coa,p so dass fiir alle z und € mit |{| > R und alle p € S(yp)

(i) p(@, &) —pl >¢, peS(p), and
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|0¢07p(x, §)]

—lal+[8l/2
(. 6) — g = Cont) .

(i)
Wir wissen, dass das lokale Symbol A von A das Hauptsymbol |¢|, hat. Natiirlich
konnen wir in allen Abschétzungen [£|, durch |£| ersetzen. Wir bezeichnen fiir den
Augenblick mit d = d(z, §) das lokale Symbol von P(py) und mit dy das Hauptsymbol.
Dann ist dy strikt positiv, und es gilt do(z,&) > c|€]? fiir hinreichend groBes || mit
einer Konstante ¢ > 0.

Die Funktion L ist fiir (i) und (ii) irrelevant und kann ignoriert werden. Nun sei

po(, &) = [E|(1+ a(@)[€]) ™ do (=, €).

Dann ist pg strikt positiv fiir £ # 0, da dy > 0, und p(z, &)py *(z,€) — 1 fiir |¢] — oo,
gleichméBig in z. Aus den Gleichungen (4.8) and (4.9), folgt fiir |£] > 1, dass

= p(z, &) > |p—po(z, &)+ Ipolz, E)|lp(x, )py ' (z,€) — 1
> clpo(x,8)| — elpo(z, )| = ¢/2|po(z, §)|.

Wir kénnen also in (ii) den Nenner durch py ersetzen, um die Rechnungen zu vereinfa-
chen. Da |po(x,&)| > 1 fiir |£] > 1, folgt sofort (i).

Um (ii) zu zeigen, beachten wir zunichst, dass bis auf regularisierende Terme p =
A#c(0)#d das Leibnizprodukt der drei Symbole ist. Da wir fiir die Komposition eine
asymptotische Entwicklung haben, geniigt es, (ii) fiir die Terme der Entwicklung zu
zeigen. Nun ist

8?(‘3519@, g) (410)
1 a1T0 ao+T o o T
~ Z O (8£1+ 851/\(%5)) (8£2+ 852+ Cj(x,f’; 0)) (a£3a£3+ d(:v,f)) :
wobei sich die Summe erstreckt {iber alle Multi-Indizes o,7, 7 = 0,1,... und alle

a1, (o, (g, die sich zu « addieren, und alle 3, 5o, 83 die sich zu § addieren. Nun seien
0,7, j, o, By fest. Mit Hilfe von (4.9) und den Symbolabschétzungen fiir A und ¢ kénnen
die Terme auf der rechten Seite abgeschéitzt werden durch

O (<§>1—|a1\—lvl|00(x7 £, 0)|<5>—j/2—\a2|—\7|+|/32|/2+\0\/2<§>2—Ia3|))
-0 (<§>3‘j/2‘|‘1“|7|‘“"/2+|5‘/2]co(x,5; 0),) ) (4.11)

Nun war co(z,£0) = (1 + a(x)[£])~ das Hauptsymbol von C(0) = (1 + aA)™L.
Da [6(z,&)| > c(€)? fiir geeignetes ¢ > 0 und grofes |¢], haben wir po(z,§&) >
{€)3|co(w, &;0)|. Daraus folgt (ii).

4.2.30 Satz. Es sei pg € C*°(X). Dann hat der Operator
Alpo) : Wy PP () — WHHsl/ee(x)

maximale LP-Regularitit.
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Beweis. Wir haben gezeigt, dass der Operator A(pg) + ¢ fiir hinreichend grofies ¢ H>-
Kalkiil besitzt. Die Behauptung folgt daher aus Bemerkung 4.2.23 im Anhang. O

Endlich kénnen wir diese Ergebnisse zusammenfassen und den Hauptsatz dieses Ab-

schnitts beweisen.

4.2.31 Satz. Fir jede Anfangsgeometrie p(0,.) = Iy, mit p(0,.) € C*(X), hat das
Stefan-Problem (1.4) eine eindeutige Losung (v, p) auf einem geniigend kleinen Zeitin-
tervall J. :=[0,7), mit

v e O(J., W?T5P(D))

und

p € LP(J., WaT VPP (D)) n WP (], WHs—1er(s)) 0 C(J,, W3 —1/er(5)),

Beweis. Die Evolutionsgleichung fiir das Stefan-Problem ist

Op+Alp)p = F(p)
p(0) = po. (4.12)

Mit dem Satz von Clement-Li 4.2.1 fiir Ey := W2ts-1/pp(%) By = Wit V/PP(%),
folgt die Behauptung aus 4.2.20, 4.2.21 und 4.2.30.



Anhang A

Maximale Regularitit und

Interpolationsriume

Sei T = (T'(t))s>0 eine Cyo-Halbgruppe auf einem Banachraum X mit dem Erzeuger A.
Fiir eine Funktion f € C(J, X) betrachten wir das inhomogene Cauchyproblem

uw(t) = Au(t)+ f(t), aufl
uw(0) = up. (A.1)

Die Losung ist gegeben durch Variation der Konstanten
t
u(t) = T(t)ug + / T(t—s)f(s)ds.
0

Wir werden die Halbgruppe (T°());>0 noch mit e, und fot T(t—s)f(s)ds mit J4(f)(t)
bezeichnen. Also ist in dieser Schreibweise

T = [ 7= 5)s05)ds (A2)
und die Losung von (A.1) ist

u(t) = eug + Ja(f) ().

A.0.1 Definition. Der Erzeuger A einer Cy-Halbgruppe auf einem Banachraum X
hat maximale stetige Regularitét, falls fiir alle f € C(J, X) eine eindeutige Losung
u von (A.1) mit u € C*(J, X) und u € C(J, D(A)) existiert.

Also besitzen alle drei Terme in (A.1) gleiche Regularitéit, d.h. @, Au, f € C(J, X).
Daher der Name maximale Regularitéit. Es wird auch eine andere Art maximaler Re-
gularitét fiir den Operator A definiert, die in den modernen Untersuchungen wichtiger
ist. Wir betrachten das inhomogene Cauchyproblem mit Anfangswert wug gleich Null.

54
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w(t) = Au(t)+ f(t), aufl
u(0) = 0. (A.3)

A.0.2 Definition. Sei X ein Banachraum, 1 < p < oo, und der Operator A
sei abgeschlossen mit dichtem Definitionsbereich D(A) in X. A hat maximale LP-
Regularitét, falls es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir alle f € LP(J, X) eine
eindeutige Losung u, u € LP(J,D(A)), v' € LP(J, X) von (A.3) existiert, und u der a
priori Abschitzung

[ | zerx) + 1 Aull o x) < Cll fllLerx)

geniigt. In diesem Fall schreiben wir A € M R(X).

A.0.3 Bemerkung. Dass A € MR(X) eine gute Bezeichnung ist, folgt aus der
Unabhéngigkeit der maximalen LP-Regularitit von p. Wenn némlich der Operator
A maximale LP-Regularitat fiir ein p, 1 < p < oo hat, dann hat er auch maximale
Li-Regularitét fiir alle ¢, 1 < ¢ < oo. Dieses Ergebnis ist eine Folgerung aus dem Satz
von Benedek-Calderon-Panzone ([8]).

Natiirlich haben nicht alle Operatoren die Eigenschaft der maximalen LP-Regularitét.
Eine notwendige Bedingung ist im folgenden Satz enthalten.

A.0.4 Satz. Sei A ein Operator auf dem Banachraum X mit mazimaler LP-Regularitdt
fiir ein 1 < p < 0o. Dann ist —A der Erzeuger einer beschrdnkten analytischen Halb-

gruppe auf X.

Beweis. Der Satz ist bewiesen in [23].

A.0.5 Bemerkung. Wenn X ein Hilbertraum ist, dann ist nach dem Satz von de
Simon von 1964 auch die Umkehrung richtig (siehe [21]).

Damit ein Erzeuger maximale Regularitit besitzt, muss der Raum X notwendigerweise

eine starke geometrische Bedingung erfiillen, denn es gilt der folgende Satz von Baillon:

A.0.6 Satz. Es sei A ein unbeschrankter Operator mit maximaler LP-Regularitdt auf

einem Banachraum X. Dann X besitzt eine Kopie von cg.

Beweis. Fiir den Beweis siehe [7] oder [26].
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Um die maximale LP-Regularitdt zu charakterisieren, braucht man den Begriff der
R-Beschrianktheit einer Menge von Operatoren. Diese Art von Beschrénktheit stellt
eine stéarkere Bedingung als die gewohnliche gleichméfBige Beschrinktheit dar. Man
kann sie sich als "unbedingte” Beschrénktheit fiir Operatoren vorstellen.

A.0.7 Definition. Seien r,(t) := signsin(2"nt) die Rademacher Funktionen auf [0, 1].
Eine Familie 7 C £(X,Y) von Operatoren heiit R-beschrinkt, falls es eine Kon-
stante C' > 0 gibt, so dass fur alle 7, ..., T, € L(X,Y) und alle xy,..,z,, € X, n € N,
gilt

n

Z T’kaZEk

k=1

n

E T'LTg

k=1

<C
£2([0,1,Y)

L2([0,1],X)

A.0.8 Bemerkung. Wegen |z||x = |12 r2(0,1],x), ist klar, dass fiir jedes T € T
gilt ||7'] < C. Dann gilt auch supp.r ||T]] < C, und die Menge T ist tatséchlich
gleichméfig beschrankt.

In einem Hilbertraum H ist jede gleichméfig beschrinkte Menge auch R-beschrankt,
weil L2([0,1], H) ein Hilbertraum ist und (rpxi), (riTkzx) orthogonale Folgen in
L3([0,1], H) sind.

Wenn die Menge 7 R-beschriankt ist, dann gibt es fiir jedes p,1 < p < oo ein C' > 0,

so dass
n

ZTkaIk

k=1

n

E T'LXg

k=1

<C

Lr([0,1],Y)

Lr([0,1],X)

Das folgt aus den tiefen Ungleichungen von Khinchine und Kahane, die in [49] bewiesen
sind. Man kann also die L?(X )-Norm in der Definition durch eine L?(X)-Norm ersetzen.
Die Charakterisierung der maximale LP-Regularitdt mit Hilfe der R-Beschréanktheit ist
in folgendem Satz, mit einem Beweis in [49] gegeben.

A.0.9 Satz. Sei A der Erzeuger einer beschrankten analytischen Halbgruppe (T,) auf
einem UMD-Raum X mit Spektralwinkel wa < w/2. A hat mazimale LP-Regularitit
genau dann, wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist

(i) {tRix(A):t € Rt # 0} ist R-beschrdnkt
(i) {T, : z € ¥.} ist R-beschrankt fir ein e > 0
(111) {11, tAT; -t > 0} ist R-beschrankt

(iv) {A\RA(A) : X € 3,} ist R-beschrankt fir ein o > m/2.
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Kehren wir nun zuriick zum Cauchyproblem. Es stellt sich die Frage, was der richtige
Raum fiir den Anfangswert ug in (A.1) ist. Dieser Raum ist ein Spurraum, da wug der
Wert von u im Nullpunkt ist. Es wird sich herausstellen, dass er ein Interpolationsraum
zwischen D(A) und X ist. Betrachten wir fiir den Erzeuger A der Halbgruppe (7'(%)):>0
auf X das homogene Cauchyproblem

u(t) = Au(t), aufl
uw(0) = up.

Dieses Problem hat eine Losung fiir alle vy € X und nicht nur fiir ug € D(A), weil die
analytischen Erzeuger die bemerkenswerte Eigenschaft haben, dass ran(7'(¢)) C D(A)
fir alle t > 0 ([27], Remark 4.7). Wir sind aber an Losungen interessiert, die maximale
LP-Regularitéit haben.

A.0.10 Bemerkung. Man kann zeigen, dass fiir die Losung u des homogenen Cauchy-
problem gegeben durch u(t) = T(t)ug, genau dann v’ € LP(J, X ) und v € L*(J,D(A))
gilt, wenn uy im Interpolationsraum (X, D(A))1 , mit 1/p" + 1/p = 1 ist (Chapter 1,
[54]).

Als néchstes werden wir diese Rédume einfiithren und ihre wichtigsten Eigenschaf-

ten zusammenstellen.

Seien Ey und FE; zwei normierte Rdume. Wir versehen die Rdume Ey N E; und
FEy + E; mit den Normen

[l 2oy = max{{[z]| 5, |72, }

und

2l Borry = _inf  ([[zollzy + (1]l z)
0 1
zo€Eg,z1€E

Bemerke, dass
EcNE,CE CE+E, 1=0,1,

und diese Einbettungen sind stetig, da

2l or 0 < [l2]lE; < |2 2o, -

Wenn E; C Ey, dann ist g N E; = E; und By + E; = Ej.
Es gibt eine allgemeine Methode, wie man aus zwel normierten Réumen FE; und
E eine Familie von normierten Rdumen

(E(),El)gm 0<9<17 1§p§00
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konstruieren kann. Jeder dieser Rdumen befindet sich zwischen Ey und F, in dem Sinn
dass
EyNE, C(Ey, Er)ep C Eo+ Ei.
Fir x € Ey + E; und t > 0 definiert man das K - Funktional,
K :(0,00) x (Ey + Ey) — [0, 00]
durch
K(t,z):= _inf  (2ollg, + tlz1le,)-

1:10+zl,
ro€EEQy,T1€EE]

Fiir festes ¢t > 0 ist das K-Funktional eine dquivalente Norm auf Ey + F;. In der Tat:

K(t,\x) = |\K(t,z), K(t,x+y) < K(t,z)+ K(t,y)

und
min(1, ¢)[|x|| g4, < K(t 2) < max(1,t)||z| gy 5,

Fixiert man z, dann ist K (¢, x) eine nicht abnehmende Funktion von t. Es gilt

min(1,¢/s)K(s,x) < K(t,z) < max(1,t/s)K(s, ).

Als néchstes definieren wir die gewichtete L, -Norm,

o0 dt\"?
0p = (/ |t‘9f(t)|”—) , 0<f<1, 1<p<oo,
0

I7 t

und fiir p = oo

1 Fllo.cc = sup [t f(2)].

teR4
A.0.11 Definition. Fiir 0 < # < 1 und 1 < p < oo ist der reelle Interpolations-
raum (Ey, Ey)g,, definiert als

(Eo, E1)op = {x € Eo + By« [[K(-, )]l < 00},

oder dquivalent dazu

dt
<E0’E1)97P = {QZ S EO + El : tieK(tv‘I) c L? <R+7 7) } .

Die Norm auf (Ey, E)g,, ist

20,500, = IG5 2)l0p-
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Ausfiihrlich,
Izl m06, = 18K () o ()
Im Fall p = 00

(Eo, B )goo = {x € By + By : t °K(t,2) € L™(R,)},

mit der Norm
||xH(E07E1)9,oo = ”K<'>a7)||9700'

Seien also Ey, F4 Banachraume mit E; C FEj, dann existiert eine Konstante C; > 0 mit
2l < Crllllz.pae,, Y € (Eo, Er)oyp (A.4)

und eine Konstante Cy > 0 mit
2 ll(z0.)a,, < CollzllErs V€ En. (A.5)

Fiir X N Ey setzen wir X, := X N E, fiir 0 <n < 1.

A.0.12 Bemerkung. Fiir 0 < ¢ <1 und 1 <p < q < oo gilt die stetige Einbettung
(Eo, E1)op = (Eo, E1)og-
Fir0<6; <0, <1und 1< p,q < oo, gilt die stetige Einbettung,

(EOv E1)927P — (EOv E1)917Q‘

Wenn E; C Ej, von Bedeutung sind die stetige Interpolationsrdume
Ey := Abschluss von (Ey, E1)g .~ in E,

eingefiihrt von Da Prato und Grisvard in [19].
Neben diesen zwei Klassen von Interpolationsrdumen, ist noch die Klasse der komple-
xen Interpolationsrdume bekannt, die ihren Ursprung im Interpolationssatz von Riesz-
Thorin hat. Wir bezeichnen mit S den Streifen

S:={2€C:0<Rez< 1}

und mit F(Ey, F;) den Raum aller stetigen Funktionen f : S — Ey + Ej, die auf S
analytisch sind, so dass f(it) beschrankt in Fy und f(1+it) beschrinkt in E) ist. Setze

M;j = sup||f(j +it)||g,, J=0,1
teR
Dann ist F(FEy, E1) versehen mit der Norm

||f||]:(Eo,E1) = maX{M07 Ml}
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ein Banachraum. Fiir 0 < 6 < 1 definiert man den komplexen Interpolationsraum
[Eo, El]g I'Illt

[Eo,El]g = {.I' € EO + El : E'f S F(Eo,El), T = f((g)}
Dieser Raum ist mit der Norm

/im0, 210 := IE{|| f|| 70, E1) : [ € F(Eo, Ev), = f(0)}
ein Banachraum.

A.0.13 Bemerkung. Fir 0 < a <6 < <1 und 1 < p < oo besteht zwischen den

drei Interpolationsraume: stetigen, reellen und komplexen, der folgende Zusammenhang
(Eo, Br)gp — Eg = (Eo, E1)g1 — [Eo, Er]g — Eg — (Eo, E1)ayp

Da wir in stetigen Interpolationsrdumen arbeiten, ist fiir uns die vierte Einbettung
besonders wichtig.

A.0.14 Beispiel. (Die Sobolevridume W#®?(Q)) nicht ganzzahliger Ordnung)
Fiir nichtganzzahliges s > 0, s = m + g mit m € Ny, 0 < g < 1 und ein be-
schrianktes Gebiet €2, definiert man W*?(Q2) als Interpolationsraum zwischen W™P?(2)
und WmHLp(Q)).

WEP(Q) = (WT(Q), WH12(Q)),,,.

Dann ist
(Wm=hP(Q), W™P(Q)) 1, = W™ HPP(Q).

Es gibt eine dquivalente Definition von W*?(Q2) die ohne Interpolation auskommt. Fiir
1<p<oo,0<pu<1und 2 CR"” offen, definieren wir die Slobodeckii-Halbnorm

_ lu(z) — u(y)|P Hr
[ulyp2 = (/Q ; —]x e dx dy )

Fiir s = m + p erklaren wir
WP(Q) == {u € W™P(Q) : | D%, p0 < oo fir |a| =m}

und statten diesen Raum mit der Norm
1/p

ullwer@ = | ullfmsey + D 1D ulf

|a|=m

aus.
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A.0.15 Beispiel. Wenn A : Ey D D(A) — Ej ein analytischer Erzeuger einer be-
schrankten Halbgruppe auf einem Banachraum Fj ist, dann gilt die folgende Charak-

terisierung des Interpolationsraumes (Ey, D(A))g,, der mit D4 (6, p) bezeichnet wird
(siche [54], Prop.2.2.2)

(Eo, D(A))g,p = {a: € Ey:|t— tl_eAetAa:HLp(R%%EO) < oo} :
Wichtig ist noch die folgende Interpolationsungleichung ([54], Corollary 1.2.7).

A.0.16 Satz. Sei (Ey, E1)g, der reelle Interpolationsraum fir das Paar (Ey, E1). Dann
gibt es eine Konstante C = C(0,p) > 0, so dass fiir alle x € EyN Ey gilt

1=l 20,20 < Cllallz,” 121z,

Das wohl wichtigste Ergebnis aus der Interpolationstheorie ist der Satz von der Rei-
teration ([54], 1.2.15).

A.0.17 Satz. Sei 1 < p < o0, 0 < n < 1, und seien (Ey, E1)ayp, (Eo, E1)o,,p 2wei
Interpolationsrdume zu dem Paar (Eq, Ey). Dann ist fir 6y # 6,

((E07 E1)90,p> <E07 El)é’l,p)mp = <E07 El)@p

mit 6 = (1 —n)6y + nb;.
A.0.18 Beispiel. Setze X, := Ey und X := (Ey, E1)p,. Dann ist

(X07 Xl)n,p - (E07 El)n@,p'

A.0.19 Bemerkung. Eine weitere grundlegende FEigenschaft von Interpolati-
onsrdumen ist die Interpolationseigenschaft. Wenn T gleichzeitig ein beschréankter
linearer Operator von Ey nach Fy, und von E; nach F} ist, dann ist T fiir 0 < 6 < 1
automatisch beschrénkt als Operator vom Interplationsraum [Ey, E1]p nach [Fy, Fi]g
mit der Abschéitzung

||T”E([E(MEI]G»[FO,FI]G) < ||T||};zgo7F0) ||T||%(E1,F1)'

Das Cauchyproblem (A.1) kann man auch fiir eine grofiere Klasse von Anfangswerten
als ug € D(A) betrachten. Dafiir braucht man eine scwéchere Definition fiir die Losung
von (A.1l). Zunéchst definieren wir fiir das Banachsche Paar E; C Ejy, mit E; dicht
in By, und fiir 0 < § < 1 zwei Familien von Riumen, EY und EY. Der Zweck dieser
Réume ist zweifach. Erstens sind dies Rdumen auf denen die bekannten und unbe-

kannten Daten aus (A.1) definiert sind. Zweitens konnen sie verwendet werden, um
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Interpolationsrdume fiir das Banachsche Paar (Ey, E}) zu definieren. Fiir 7" > 0 und

J := (0, T], betrachten wir
Eo(J) = {u € C(J, Eo) : lim [[t*""u(t)]|m, =0}
und
EN(J) o= {u € O'(J, Bo) N C(. ) ¢ B 0/ (0], + )] ,) = 0.

Wir statten diese R&ume mit den folgenden Normen

lullsge) = sup [~ u(t)]| o,
teJ

lullg () = sup =" (Il ()| 5o + [u(t)| )
teJ

aus, die sie zu Banachrdumen machen. Eine einfache Bemerkung ist, dass es fiir jedes
u € E(J) ein C' > 0 gibt mit ||u'(t)| g, < Ct+7.

Wir definieren noch folgende Banachrédume, die von Da Prato und Grisvard in [19]
eingefiihrt worden sind.

YEI(J) = {u(0) - u € E{(J)},

u(0) ist natiirlich lim; o4 u(t), und dieser Grenzwert existiert wegen der obigen Be-

merkung und der Darstellung

Die Norm ist
I2]l-zs ) = inf{llullgo(s) = u € EY(J), u(0) = z}.

Es gilt B, C yE{(J) C E, und die Einbettungen sind stetig. Das ist der Grund warum
diese Rdume auch stetige Interpolationsrdume genannt sind.
Die Abbildung 7 : YE¢ — Ey, u > u(0) ist also wohldefiniert, linear und stetig. Man
kann zeigen, dass YE{ der Abschluss von E; in (FEy, E} ) ist (siche [54], Prop.1.2.12
wo yEf mit (X, Y )s bezeichnet ist).
Wenn es ein Erzeuger A € H(E, Ey) einer beschriankten Halbgruppe gibt, dann ist
nach der obigen Charakterisierung von Interpolationsrdume mit

sup 0 Ae' x| g,

tet
eine dquivalente Norm zu ||z[| g,y gegeben. Man kann eine weitere dquivalente Norm
zu ||.||,go(s) mit einem beliebigen Operator A € (E1, Ey) geben, wenn man folgenden
Begriff einfiihrt.
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A.0.20 Definition. Die Halbgerade | = {re* : r > R} heiit Strahl minimalen
Wachstums fiir A € (Fy, Ep), falls (A — A)~! existiert und eine Konstante C' > 0

existiert, so dass

_ C
I =A) 7 < el Al > [1A]

Jedes z € Ey gehort zu vE{(J) genau dann, wenn

lim  |M?AN — A) 2|z = 0.

AEL|A|—o0

Die Zahl

lim A’ AX = A) 'z g, (A.6)

XELIA|—o0

ist dann wieder eine dquivalente Norm auf yEY(J). Fiir den Beweis sei auf [19] verwie-
sen.

A.0.21 Bemerkung. Wenn der Operator A ein analytischer Erzeuger ist, dann ist fiir
jedes ¢ < wy die Halblinie [ = {re’® : r > || A||} ein Strahl minimalen Wachstums fiir A.

Der Raum EY(J) lisst sich besonders gut in RiAumen stetiger und Hélderstetiger

Funktionen auf J einbetten.

A.0.22 Satz. Sei H(E1, Ey) # @ und sei 0 < 0 < 0 < 1. Dann gelten die folgenden
FEinbettungen:

1) EX(J) = C¥(J, By)
9) EY(J) = C(J,4ENT)

3) Bi(J) = C*=7(J 7B (])).

Beweis. Wir werden die Konstantenkonvention verwenden, die besagt, dass die
in einer Ungleichungskette beschrankende Konstante immer mit C' bezeichnet wird,
obwohl es sich in jedem Schritt um eine neue Konstante handeln kann.

zu 1): Sei u € E{(J) und s,¢ € J. Dann ist
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/tS o' (1) dr

< /791SUIJ>TI9(|!U’(T)HE0+IIU(T)HEl)dT
t TE

[uls) = u(®)llz, =

Ey

B
HUHE‘I’(J) 0

IN

9
< Cllullggpls =t

zu 2): Sei u € E{(J) und s € J. Sei ohne Einschrinkung u(0) = 0 und A € H(FE, Ey)
ein Erzeuger einer beschrankten Halbgruppe. Dann gilt fiir alle ¢t mit t < s

A u(s) g, < O lu(s) g,

< CHUHE?(J)-

Aus der Darstellung u(t) = [, 7%~'r1=%/(r) dr folgt, dass

t@
lu@llz < 5 llullsg .

Dann ist im Fall s < ¢

A u(s) g, = 7 tAe u(s) |k,

< t7°Cllu(s)lm,

IN

(s/t)"
OT““HE‘{(J)'

Auf jeden Fall gilt mit der dquivalenten Norm zu ||| gs ()

lu(s)llyegy = supt'™"[[Aeu(s)]k,
ted

IN

CH“HE?(J)-
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zu 3): Sei u € E{(J) und s,t € J. Aus dem Satz von der Reiteration folgt, dass

VEI(J) = (Ey, vEI(J ))e. Mit der Interpolationsungleichung erhalten wir

[uls) = u(®)llzg oy = lluls) = u®)ll gm0

Q

< Cllus) = w5 uls) = w(®)7%s,,,

Aus 1) ist

1-0/0 1-0/0 -
lu(s) = u(®)5,"" < Cllullg()ls —tl’

und aus 2)

lu(s) — u(t)]|7h 1 < Cllull %)

~E{(J) E{(J)
Also, mit diesen beiden Ungleichungen folgt

lu(s) = u(®)llsegy < Cllullegnls =477

und damit die Behauptung.

]

Wenn man den Anfangswert ug in (A.1) nun in dem groBeren Raum vE{ betrachtet,

dann muss der analytische Erzeuger A noch eine weitere Bedingung erfiillen. Das fiihrt

uns zu der Klasse My(E1, Ep).

Mo(Er, Ey) := {A € H(E\, Ey) : (3 + A7) € Isom(E], Ef & 7E)}

(A7)

Mit anderen Worten, Mgy(FE1, Ey) enthilt jene analytischen Erzeuger A, fiir welche
(A.1) eine eindeutige Losung u € EY fiir alle f € Eq und alle uy € yE{ besitzt. Da die
Losung durch Jaf gegeben ist, kann man die Bedingung der maximalen Regularitét

auch mit der Implikation
fERy = Juf € Ef
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ausdriicken. Wir bemerken, dass wegen E C C(J, Ey) und
EY C CY(J, Ey) N C(J, Ey),

jedes A € My(E, Ey) maximale Regularitit hat.



Anhang B

Maximale Regularitit und
beschriankter H°°-Kalkiil

Es ist nicht ganz einfach, die maximale Regularitédt eines Operators A zu erkennen.
Es gibt einige niitzliche hinreichende Bedingungen fiir die sogenannten sektoriellen
Operatoren, d.h. Operatoren, deren Spektrum in einem Sektor

Yp:={2€C:larg(z)| < ¢, z # 0}

der komplexen Ebene liegt und deren Resolvente Ry(A) = (A — A)~! auf jedem kom-
plementéren Teilsektor O(1/\) ist. Eine solche Bedingung ist die Existenz eines be-
schrinkten H*-Kalkiils von A. In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Tatsachen
iiber H>-Kalkiil zusammengestellt.

B.0.1 Definition. Sei A ein dicht definierter abgeschlossener Operator auf einem
Banachraum X. A heifit sektoriell, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind

1) o(A) C X, fireinwe (0,7)
2) [ARA(A)]| < C,  fir alle A € C\Z,, o O Do

Die Menge der sektoriellen Operatoren in X wird mit S(X) bezeichnet.

Der Sektorwinkel wy ist definiert als das Infimum aller Winkel w fiir welche 1) und
2) gelten. Es ist wohlbekannt, dass der sektorielle Operator —A genau dann der Er-
zeuger einer beschriankten analytischen Halbgruppe ist, wenn wy < /2 ist (siehe [27],
Theorem 4.6). Mit H*(X,) bezeichnen wir die mit der Supremumsnorm versehene
Banachalgebra der beschrénkten analytischen Funktionen auf dem Sektor ;. Sei

HSO(E¢) = {h S HOO<E¢) : |h(2)‘ S C%"ZPS’ fir C,S > O} .
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Es sei nun A ein sektorieller Operator auf dem Banachraum X mit Sektorwinkel w4
und sei ¢ > 0 > wy. Dann kann man fiir eine Funktion h € H{°(X4) und eine Kurve

M= {te” :0<t<oo}U{te™:0<t< o0}

einen Operator h(A) € L(X) iiber das Dunfordsche Integral definieren:

hA) = —— [ BO)Ry(A) dA

21 Jr

Das Integral ist absolut konvergent. In der Tat

oo ts
Iyl <€ [ sl de < Clell. € X

Das ergibt h(A) € L(X). Die Abbildung h — h(A) ist ein Algebrenhomomorphismus
von H§°(X,) nach £(X). Dieser Algebrenhomomorhismus wird oft mit ® : H3°(X,) —
L(X) bezeichnet.

B.0.2 Definition. (Beschriankter H>-Kalkiil, McIntosh, 1986) Der sektorielle Opera-
tor A auf dem Banachraum X besitzt beschrankten H*(3,)-Kalkiil, wenn ein ¢ mit

¢ > wy existiert, so dass
[R(A)]lecxy < Clihllos, VR € H5* () (B.1)

gilt. Der Winkel ¢ := inf{¢ € (wa,7) : (B.1)gilt} heift H*-Winkel von A. Mit
H>(X) bezeichnen wir die Menge aller sektorieller Operatoren auf X die einen be-
schrankten H>-Kalkiil besitzen.

B.0.3 Bemerkung. Der folgende Zusammenhang besteht zwischen dem H*°-Kalkiil
auf LP Raumen und den klassischen LP-Multiplikatoren. Sei E ein UMD-Raum und
X = LP(R,E),1 < p < co. Sei weiter A ein Fouriermultiplikator auf X mit Symbol
p. A hat genau dann beschréankten H*(X,)-Kalkiil, wenn h o p ein klassischer LP-
Multiplikator fiir alle h € H>(X,) ist.

B.0.4 Beispiel. Fiir einen UMD-Raum X, hat der Differentialoperator A := % be-
schrankten H*-Kalkiil auf LP(R, X),1 < p < oo, und es gilt O = /2. A ist ein
Operator mit Symbol i€, d.h. Z—’; = F i€ Ff(t)). Sei h € H*®(3,) mit ¢ > 7/2. Wir
setzen
O(h)f == F[h(i)Ff())-

Da die Mengen

{Ih(@it)| : t € R}, {|th'(it)| : t € R}
beschrinkt sind, folgt aus einer operatorwertigen Version von Weis des klassischen
Mikhlin-Multiplikatorensatzes (siehe [76]), dass der Operator ®(h)f beschrinkt auf
LP(R, X) ist.



Anhang C

Beschrinkte imaginire Potenzen
und Interpolation

Eine der wichtigsten Eigenschaften eines Operators A mit beschrianktem H*°-Kalkiil
ist, dass A beschriinkte imaginére Potenzen hat, d.h. A% € £(X), und es existieren
C,0 > 0 mit

A" || px) < CePM vt € R (C.1)

Um das einzusehen bemerke, dass |2%| < e~ller92l Dann ist fiir die Funktion h(z) := 2
nach (B.1)

1420y = 1A lex) < Clhlle < Cellera=,

Der Winkel 04 := inf{f € (wa, ¢%) : (C.1) gilt} heiBt Potenzwinkel von A. Der Po-
tenzwinkel 64 ist eigentlich der Typ der Cyo-Gruppe (A”);cg. Die Menge der Operatoren
mit beschrankten imaginiren Potenzen auf X bezeichnen wir mit BIP(X). Wir haben
gezeigt

H*(X) C BIP(X) C S(X).

Dann gilt fiir die entsprechenden Winkel
¢x =04 > wa.

C.0.1 Bemerkung. Falls X ein Hilbertraum ist, dann gilt auch BIP(X) C H>®(X),
[49, Theorem 11.9]. Es gibt jedoch auch im Hilbertraumfall sektorielle Operatoren ohne
beschrankten H*-Kalkiil. Fiir ein solches Beispiel mit X = LP, siehe [49, Example
10.17].

C.0.2 Bemerkung. Das Interesse an BIP-Operatoren kommt auch aus ihrem Zusam-

menhang zu der komplexen Interpolationstheorie. Wenn

A: Ey D D(A) - Ey
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ein abgeschlossener Operator ist, so dass —A der Erzeuger der analytischen Halbgruppe
et auf Fj ist, dann kann man fiir jedes o > 0 die Operatoren

. * a1 1A
A= m /0 e dt
definieren (siehe [61], S. 69 - 70), die sogenannten gebrochenen Potenzen von A . Man
zeigt nun, dass A~ € L(Ep) und dass dieser Operator invertierbar ist. Die Inverse
von A~* bezeichnen wir mit A*. Der Definitionsbereich D(A%) des abgeschlossenen
Operators A%, D(A%) = ran(A~%) ist ein Banachraum mit der Graphennorm. Wichtig
ist nun der folgende Satz (siche [49], Theorem 15.28 oder [3], Theorem V.1.5.4):

C.0.3 Satz. Wenn A ein BIP-Operator auf X ist, dann gilt fiir den Definitionsbereich
D(A%), 0 < a < 1, der gebrochenen Potenzen von A,

D(A%) = [X, D(A)]a,

wobei [+, -], der kompleze Interpolationsraum ist.

C.0.4 Bemerkung. Dann ist nach dem Reiterationssatz (A.0.17), der auch fiir kom-
plexe Interpolation gilt,

D(A7) = [D(A%), D(A%)]s,
mit v = (1 — 0)a + 00.

C.0.5 Bemerkung. Es ist eine wohlbekannte Folgerung aus dem berithmten Satz
von Dore-Venni ([24]), dass die BIP Operatoren A mit Potenzwinkel 64 < /2 auf
UMD-R&dumen maximale LP-Regularitdt haben. Insbesondere wenn A beschrankten
H*>-Kalkiill mit Winkel ¢ < 7/2 auf einem UMD-Raum hat, dann hat A auch
maximale LP-Regularitit.

Der Satz von Dore-Venni von der Abgeschlossenheit zweier Operatoren A und B
macht symmetrische Voraussetzung in dem Sinne, dass die beiden Operatoren BIP
Operatoren sind. Ein fiir die Anwendungen flexibler Satz gibt dasselbe Ergebnis mit
einer schwécheren Voraussetzung an den ersten und stirkeren Voraussetzung an den

zweiten Operator.

C.0.6 Satz. (Kalton-Weis, 2001) Seien A und B zwei abgeschlossene Operatoren auf
X mit kommutierenden Resolventen. A habe H®(Xy)-Kalkil und B sei R-sektoriell
mit Winkel 0, so dass ¢ + 60 < w. Dann ist A+ B abgeschlossen auf D(A) N D(B).

Fiir den Beweis siehe [45], Theorem 6.3.
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Es ist an der Zeit, die Definition diesen haufig auftretenden UMD R#ume zu ge-
ben.

C.0.7 Definition. Ein Banachraum X heift UMD-Raum (uniform martingale dif-
ferences) (oder H7 Raum), wenn die Hilberttransformation

f(s)
t—s

1
Hf(t):= PV/ ds, feSR,X)

T R
fiir ein p, 1 < p < oo, (a posteriori fiir alle p) zu einem beschriankten linearen Operator
LP(R, X) fortgesetzt werden kann.

C.0.8 Bemerkung. Bemerke, dass wegen F(H f) = —isign(-)F(f), X genau dann
ein UMD-Raum ist, wenn m(-) := isign(-) € M,(R, X), d.h. isign(-) ein Fouriermul-
tiplikator auf S(R, X) ist.

C.0.9 Beispiel. Beispiele von UMD-Raumen sind Hilbertrdume und auch LP-R&aume
fir 1 < p < oo. Da die Hilberttransformation nicht beschrinkt auf L' und L* ist, sind
diese zwei Raume dagegen keine UMD-Ré&ume.

C.0.10 Bemerkung. UMD-R&ume sind gleichméfig konvex und daher nach dem Satz
von Milman-Pettis auch reflexiv ([10], [65]). Wenn X ein UMD-Raum ist, dann vererbt
sich diese Eigenschaft auf seinen Dualraum X*, die abgeschlossenen Unterrdume von
X, die Quotienten von X und LP(R, X), 1 < p < o0.
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