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Апстракт – Во трудот се разгледува математички модел на еден конкретен варијационен проблем со неговиот соодветен контурен проблем и се компарираат два приода за негово решавање. 
Клучни зборови – варијационен проблем, парцијална диференцијална равенка, контурен проблем.
1. ВОВЕД
Математичкото моделирање на голем број научни и инженерски задачи се сведуваат на класата контурни задачи т.е. на решавање парцијални диференцијални равенки. Често тоа се нелинеарни парцијални диференцијални равенки кои имаат сложени контурни услови. Во математиката се разработени различни методи и начини за добивање аналитичко решение или пак нумеричко решавање со соодветна точност(метод со конечни разлики и сл.). 
При изучувањето на процесите од реалноста треба да се разграничат два приода и тоа создавање физички модел и создавање симулационен модел. При тоа е јасно дека кај првиот модел не е потребно познавање на соодветен математички апарат и закони, додека за вториот модел мора да се познаваат и процесот треба да биде опишан со соодветни математички законитости во согласност со процесот во реалноста. 
Во примената процесите кои се разгледуваат се делат на стационарни и нестационарни. На една од најмногу изучуваните парцијални равенки, Лапласовата, како хомогена така и нехомогена, се сведуваат задачите од теоријата на потенцијали, задачи врзани за електрични магнетни полиња и сл. Секако постојат и други процеси чие изучување се сведува на равенките на Покелс, бихармониската, Шредингеровата и други. Што се однесува на втората група задачи на кои се сведуваат нестационарни процеси тие се равенката на Фурие, равенката на топлопроводливост, брановата, телеграфската равенка и други. Секоја од овие равенки има бесконечно многу решенија, но практичниот проблем ги дефинира соодветните услови со кои ќе се добие бараното решение. Во зависност од проблемот тие услови можат да бидат почетни услови (задача на Коши), контурни услови (задача на Дирихле, Нојман), како и комбинација од нив (посебно за нестационарните процеси). 
Областа од математиката наречена варијационо сметање дава можност да се воведат на природен начин парцијалните диференцијални равенки од веќе споменатите типови како и основните принципи за нивно решавање. Основната задача на варијационото сметање се состои во наоѓање од дадено множество функции на онаа функција која се јавува како екстремална за даден функционал, под дополнителни услови. Постојат генерално два метода за решавање на варијациона задача. Директен метод со конструкција на минимизирачки функционални низи кои конвергираат кон бараното решение (метод на Ритц) и Фуриев метод преку сведување на варијационата задача на парцијална диференцијална равенка со соодветни контурни или почетни услови – контурен проблем (равенка на Ојлер). Овие два метода ќе ги илустрираме при решавање на проблемот на контурна задача од теоријата на потенцијали.  
2. ЗАДАЧА НА ДИРИХЛЕ
Проблем  (задача на Дирихле за круг) 
min D(() =
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K: x2 + y2 (1,
со услови функцијата ( да биде непрекината и по делови глатка во внатрешноста на K и да има однапред зададени вредности на кружницата.
Прв метод: 

Нека во D(() ги воведеме поларните координати:

D(() = 
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Нека u((, () е бараното решение и нека има вредности на кружницата дадени со функцијата f   f(() = u(1, (), развиена во фуриеов ред:
f(() = 
[image: image3.wmf]å

¥

+

+

1

0

).

sin

cos

(

2

q

q

n

b

n

a

a

n

n


При тоа нека функцијата f има по делови непрекинат извод што значи дека множествата {n2|an|} и {n2|bn|} се ограничени. Нека понатаму секоја допустива функција ( ја претставиме со соодветниот нејзин фуриеов ред :
(((, () = 
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каде коефициентите (фуриеовите) fn((), gn(() ги задоволуваат условите fn(1) = an , gn(1) = bn .


Со директна замена во D(() и со користење на комплетноста на тригонометриските функции при интегрирањето се добива:
D(() = 
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Понатаму задачата се сведува на решавање на следните одделни задачи:
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n = 1,2,3, ……
(нема сума бидејќи сите собирци се позитивни).

Во согласност со теоремата на Вајерштрас дека секоја непрекината функција може да се апроксимира со полином , функциите fn((), gn(() можеме да ги замениме со полиномите 
cn0 + cn1( + cn2 (2 + …. + cnm (m , m ( n,

од степен m, како исто така допустиви функции со дополнителните услови
cn0 +cn1 + cn2  + …. + cnm = an ,
cn0 + cn1 + cn2  + …. + cnm  = bn .

 Меѓу сите овие полиноми полиномот an(n и полиномот  bn(n се оние кои имаат минимална вредност и ги задоволуваат дополнителните услови. Со тоа се добиваат минимизирачките функционални низи со општи членови fn(() = an (n  i, gn(() =  bn (n кои се константни во однос на n и значи се конвергентни кога m ( ( со гранични функции an (n i bn (n , n = 0,1,2,.... Со тоа се добива и решението:

 u((,() = 
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Втор метод:

Нека сега ја поставиме соодветната задача како контурен проблем (равенка на Ојлер) Да се најде функција u(x,y) која ја задоволува равенката 
(u (
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во внатрешноста на круг со радиус 1 и која на границите на областа има дадени вредности со функција f (контурна задача од теоријата на потенцијал). 
Равенката (u = 0  ја трансформираме во поларни координати со x = (cos( , y = (sin( и ја добиваме равенката  
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  = 0
со контурни услови u(1,() = f(() каде f(() е периодична функција со период 2(. Нека понатаму побараме решението да биде производ од две функции од вид u((, () = v(()w(() (фуриеов метод). Со замена во равенката се добива равенката
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Бидејќи двете страни од оваа равенка се функции само од една од независните променливи, равенството е задоволено единствено кога тие се еднакви на константа (. Според тоа се добиваат две диференцијални равенки 
w” + (w = 0,
(2v” + (v’ - (v = 0.
Во согласност со граничните услови функцијата w(() е периодична функција со период  2( и според тоа ( > 0. Општото решение е дадено со 
w(() = C1cos
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( .
Од периодичноста на тригонометриските функции и од граничните услови w(0) = w(2(), w’(0) = w’(2(), следи ( = n2 , n(N. Според тоа решението на оваа задача на сопствени вредности (Штурм-Лиувилов проблем) ќе биде дадено со формулата 
w(() = ancosn( + bn sinn( ,
 an, bn произволни константи. 
Втората диференцијална равенка 
(2v” + (v’ - n2 v = 0
има само едно решение ограничено во внатрешноста на кругот и тоа v(() = (n . Значи  
u((, () =  (n (ancosn( + bn sinn()
и конечно 
u((, () = 
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3. ЗАКЛУЧОК
Во трудот се разгледуваат два метода за решавање еден проблем од теоријата на потенцијали. Со компарација на двата метода може да се заклучи дека до истото решение се доаѓа со помош на различен математички апарат.  . 
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